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CONDITIONS DE LA SOUSCRIPTION. 

Depuis le premier juillet 1810 , ce recueil parait de raoU en 
mpis « par livraisons de 3o à ^o pages. La couverture de chaque 
livraison présente l'annonce des ouvrages nouveaux et des concours 
académiques. 

On peut souscrire indifféremment , 

Au bureau des Annales , rue du St-Sacrement , maison Fouquet^ à 
Montpellier, [ Hérault J; 

Chez madame i^euçe Courcier , imprint^eur-libralre pour les mathé- 
matiques y rue du Jardinet, n.^ la , quartier de St-André-des-Arcs , 
à Paris ; 

Et k tous les bureaux de poste. 

Les iirticles k insérer et ouvrages & annoricel (doivent être adressés ; 
francs de port ,- au Bureau des Annales. 

Le prix de la souscription annuelle est 21 fr. pour la France « et 
24 fr* pour l'étranger. Il en coûte moitié moins^ poqr six mois; et le 
prix de chacua^desidix^ preinlier^ ^uiéie^ est^tîlérieur' de 3 fr. k 
celui de la souscription annuelle. Les lettres et Targent doivent étrt 
affranchis. 



AVIS au Relieur , 
Sur le placement des Planches. 



Planche L Après la page 10^; 
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ANALISE TRATSrSCENDANTE. 

r 

Essai dune mélhode générale , serçani à intégrer , avec 
une approximation illimiléey toute équation différent- 
iielle à deux çariables ; 

Par M. le professeur Kramp , corre^ondant de Tacadémie 
- royale des sciences , doyen de la faculté des sciences de 

Strasbourg , Chevalier de l'Ordre, royal de la L^on 

d'honneur. 



ia»» <»■% ^^i^^fci^^i 



Uans plusieurs précëdens mëmoires (*) , nous atons enseigné à 
construire des formules à Taide desquelles on peut intégrer , entre 
deux limites données et avec tout le degré d'approximation qu'on 
peut désirer 9 toute fonction diiféjrentielle d'une seule rariable : 



Vojes» toxn. VI ^ psg. aSi^et 3721 ; tom. VII , pag. 241 ; ionu IX # pag. 345* 
Jom. X, n."" I9 \.^^ juillet iSiQ, y 




Digitized by 



Google 



2 INTÉGRATION 

nous nous proposons de montrer ici comment , en snîyant Tesprit 
de la même méthode , on peut parvenir a intégrer , avec le même 
degré d'approximation , toute équation différentielle d*ordre et de 
degré quelconque , entre deux variables s ^ y Ce sujet semble 
devoir mériter d'autant plus d'intérêt que notre indigence , relati- 
vement à cette branche d'analise , n'est malheureusement que trop 
bien connne ; que les équations généralement integrables se réduibent 
à un très-petit nombre de classes; et qu'enrore leurs intégrales ne 
sont I [four la plupart , que des équations compliquées et transcen- 
dantes , dont on ne saurait , le plus souvent , tirer aucun parti , 
pour obtenir la valeur de Fune des variables en fonction de l'autre. 

Soit une équation différentielle quelconque', représentée généra- 
lement par 



p/'jr V ^ îi ^ ^-Vo. 



(0 



» 

si son intégrale pouvait être obtenue , et si cette intégrale était ré- 
soluble pari rapport ji «f y o^ ^^ tirerait » pour cette variable , ane 
expression de cette fdrme 

y^î{s , C, , C^ , C^ , C«> , (a) 

laquelle , après avoir déterminé les constantes C^ , C^ ^ C, , C^^^ 

par n conditions distinctes, prendrait cette nouvelle forme 

>=♦» ; (3) 

ejt alors seulement il deviendrait possible d'assigner , soh exactement, 
soit par approximation » la valeur 3 dé jr , répondant è une valeur 
quelconque a attribuée à x \ cette valeur serait , en effet , 
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DES ÉQUATIONS. 3 

Ii*ob)et que nous nous proposons îct est de parvenir !i cette valeur 
i ée y ^ sans passer par le double intermédiaire de IHutégrniioa 
d^ Tequalioa (i) et de la résolution de son intégral^ p«ir rapport 

Observons d*abord , avant d'entrer en matière , que ce que nous 
dirons ici du ras où c'est y que Ton veut obtenir en fonction de 
s doit s*enteoJre également du cas où ce serait au contraire x 
qu'il s'agirait de déterminer en fonction dej^; attendu que « paf des 
formules connues , on peut , dans l'équation (i) , changer l'hypothèse 
relative à la variable indépendante j et traiter ensuite jr'par rapport 
à y , dans Tcquation résultante , comme nous allons traiter , dans 
celle-ci , y par rapport à ;r. 

Ces choses ainsi entendues , considérons l'équation (3) ; cette 
équation exprime une certaine courbe,, dont rordonnée,^ «. répop- 
dant k Tabscisse donnée a , est l'inconnue de notre problème. Cou* 
sidérons sur cette courbe un arc très^petit coupé à peu près ik soo 
milieu par l'ordonnée b. Plus cet arc sera petit , et plus il deviendra 
permis de le considérer comme se confondant sensiblement avec l'arç 
d'une certaine courbe parabolique ayant une équation de la forme 

y^ji+Bx+Cs^+ +7Z;r« ; (5) 

«t même , si la courbe (3) était connue , rien ne serait plus facile 
que d'assigner les valeurs des'coelBciens A , B ^ C >•••••• A , propres 

â satisfaire à cette condition ; on voit d'ailleurs que ^ plus le nombre 
arbitraire m ou le nombre /73-)-i des coefficiens serait considérable , 
et plus aussi les deux courbes approcheraient de coïncider exac- 
tement a une petite distance de part et d'autre de l'ordonnée h. 
Alors donc, en faisant jt^^, dans l'équation (5*^ la valeur qui 
en résulterait pour y* pourrait être sensiblement prise pour Tordon-* 
née cherchée b* 

Voyons donc si nous ne pourrions pas parvenir à déterminer les 
coefficiens de l'équation (5). D'abord ^ ces coefficiens doivent ètrei 
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4 INTÉGRATION 

tels que les conditions relatives à la détermination des constantes 

•e trouvent satisfaites ; ce qui établira déjà entre eux un nombre 

m de relations. Il ne s'agira donc plus que d'en trouver m^^m+t 

autres. 

De Tëquation (5) on tire 

^z=zB+2Cs+ZDs^+ • . +j»lLr^-» , 



^.=aC+6Ds+i »£»*-¥■ +«(»— i)Jlr*-* , 



(6) 



fm substituant ces valeurs dans Tëquation (i) , elle prendra la forme 
i^^s ,A, B , C . ... . .B)^o. (7) 

Or , U est clair , par ce qui précède « que , si les coefficiens in- 
connus A 9 B ^ C ....... R , avaient ëtë convenablement déterminés, 

cette dernière éqaation serait identique « ou du moins à très->pett 
près , pour toutes les valeurs de s , peu différentes de la valeur a ; 
en exprimant donc qu'elle devient telle , en eifet , pour de pareilles 
valeurs , au nombre de i7i-{-/2-^i i on se procurera , entre les coelE- 

eiens A f B ^ C ^ A^le nombre d'équations nécessaires pour 

compléter leur détermination* 

Gomme le nombre m est arbitraire , et assujetti seulement à 
ii*èlre pas trop petit ; on pourra toujours le prendre tel que le 
nombre m—n+i soit un nombre impair 3/i+i ; alors , ce quHl y 
aura de mieux k faire , sera de mettre successivement pour x d^ns 

(7) les nombres a , a+z , a;jrzz , a^Zz , «i/^x ; z étant 

ime liréction arbitraire, meis uès-petite; on conçoit en eilet qu^en 
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DES ÉQUATIONS. 5 

eoustd^rant dins! des points situés de part et d'autre de l'ordonnée 
i et très-rapprochés de celte ordonnée , on obtiendra un plus haut 
degré de précision. 

On peut j au surplus , simplifier le procédé , en changeant d*abord 
dans Téquation proposée (i) t ^ ^^ a^^zx ; alors » il suffira de 
substituer les nombres o , ^i , i^^ ,•...'.., '^p % à la place 
de s^ dans l'équation (7) « et de chercher simplement la râleur A 
de y qui ^répond k a^o. Et , comme Texactitude de cette valeur 
dépendra p en grande partie , de la petitesse de x ; ce qu'il y aura ' 
de mieux à faire sera d'y supposer x=o. Il est entendu, au sur* 
plus , que « dans la recherche des conditions relatives à la déter* 
minatioo des constantes , il faudra également atoir égard au chan- 
gement de s en a-|-zjr. 

Comme , dans le cas où Téquation (i) se trouverait d'un degré 
un peu élevé , l'équation (7) , renfermant alors des puissances des 

Goelficiens ji , B ^ C , R , pourrait être incommode pour la 

détermination de ces coeificiens ; on ferait bien de différentier une 
ou plusieurs (ois l*équation (i) , et de combiner ^$ diiEérentielles 
tant entre elles qu'avec elle-même , de manière à obtenir réquation 
la plus simple possible , laquelle serait alors substituée à cette équa- 
tion {j). Il faudrait seulement, aux conditions déjà établies pour la 
détermination des constantes , en ajouter d'autres en nombre égal à 
Texcès de l'ordre de difFérentielle de la nouvelle équation sur l'ordre 
de réquation (i)« 

Enfin , notre procédé pourra également être employé k résoudre ; 
par approximation , les équations ttanscendantes k deux variables 
non résolubles immédiatement. Il ne faudra pour cela que les dif- 
férentier un nombre de fois suffisant pour qu'on puisse , entre elles 
et leurs différentielles , éliminer toutes les transcendantes. Le résultat 
de l'élimifiation sera alors Téquation qu'il faudra prendre pour 
l'équation (i). 

Il ne nous reste plus présentement qu'à appliquer notre procédé 
à des exemples} osais, afin «de faire mieux apprécier U9 services 
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6 INTÉGRATION 

qu'on peut s'en promet Ire « nous c)i«>isirons de prëft^rence des ëqaa-* 
tlons qu'on sache intégrer , et dont TinK^^rale soit connue. £n outre, 
afin qu'on puisse juger de rinflucore du nombre des termes admis 
dans la vaK*ur hypothétique de y 6ur rcxaclitude de la formule 
£nale, nous ferons croître ce nombre par degré , en le prenant 
d'abord fort petit , et en l'augmentant ensuite successivement. 

PROBLÈME L Un nombre étant donné ^trouver son logarithme 
naturel ? 

Solution* Soient x le nombre dont il s'agit , et y son logarithme 
cherche \ l'équation du problème sera 

jr=Log-* , 
ou^ en dilFérentiant,. 

«^=.. (■) 

t% il s^agîra de déterminer , an moyen de cette dernière équation , la 
Trieur de y qui répond à une valeur quelconque a de ^r , en ob- 
servant d'ailleurs que la constante que comporte son intégrale doit 
é^e déterminée par cette considération "qu'à la valeur jpsi doit ré- 
pondre la valeur y=^o. 

Changeons d'abord s en a^^^s \ cela changera d^ en xd^ ; et notre 
équation deviendra 

Af 
{a'\'zx)—^z^0 . (0 

où la constante, devra être déterminée par cette considération qn^k 
tf-f"ZJr=i ou *= devra répondre y=o; et il s'agira simple- 
ment de déterminer , au moyen de cette dernière équation , la valeur 
de y qui répond à âr=o. _ 

Soit posé d'abord simplement 
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D E s É Q U A T I O N s. 7 

y=J-hFs , (5) 

de manière que /i soit le nombre cherche ou Log.a ; nous en déduirons 

'£=B: (6) 

substituant ces valeurs dans TéquatiOD (i), elle deviendra 

(a+zx:B^z=o ; (7) 

dans laquelle faisanl la supposition unique «=:o , nous aurons 

aB—z:=so ; 
la condition rdali?e \ la constante donnera ensuilt 



z 
énminant donc Bp entre ces deux équations , il viendra 



j=—^. 



a 



résultat où z disparait de lui-même 4 changeant donc ^ en ^r , noua 
aurons , pour première approximation , 

Log.ar= . 

Cette formule est exacte pour tes logarithmes de zéro et de 
Vunité , et même pour les logarithmes de tous les nombres très-n 
Toisins de l'unité ; elle donne tous les autres beaucoup trop faibles ^ 
et d aut'int trop faibles que les nombres sont plus grands ; ce qui 
•^aperçoit sur-le-champ ^ en remarquant qu'elle donne l'unité pour 



Digitized by 



Google 



« INTÉGRATION 

le logarithme de Ilofini , lequel , comme on sait , doit être lui- 

même infini. 

Posons f en second lien , 

yrsA+Bx'^Cs*-\'Dx* , (50 

d'où 

en substituant dans Tequatlon (i) , elle deviendra '/ 

(j+XJr)(5+aC:r+3D;r«)-x=0 ; 

ou , en ordonnant par rapport à s ^ 

(«5— x)+(fix+2tfC>-+<a^z+3tfZ))jf*+3JD«r*=o • (7O 

En mettant sudcesslrement pour x , dans cette équation , les valeurs 
«—I I o , +1 f on obtient 



{aB'^z)'^{Bz+2aC)+(2Cz+ZaD)^3Dz , 

o=(a^— x) , 
o=(aJ?-^)+(17x+MO+(2^z+3aZ7)+3Z7x . 

Prenant les différences consécutiyes de ces équations ^ noiljB obtien» 
drons ces deux-ci 

o={Bz+2aC)—(2Cz+3aD)+ZDt , 

o=(5x4-atfC)+(2^^+3tfI>)+3Dx . 

Prenant la demi*dLfférence de ces dernières , nous aurons 

aCz'^ZaD^o ; 

d'où,; 
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D«S ÊQTJâTIO'NS. 9 

d^oi ; èft'^ remontant ' à cellea qui précèdent , notis concluroM 

Gela donne 



a a(a«— *>) 3a(â>— x^* ^ 

mM la' Condition relative 2i la constante donne 

stibdlituant denc 1er Talenrs cî-desaus ; îl viendra 

faisant enfin zso et changeant ^ en^, nous ank^ons^ 



férmule plas eK«çte. qye- la précédente ; mais > - coinaie elle , setir 
lement pour les valeurs de « ppu di/Tërcntes de ruolléi 
Posons- encore, ■_.'•;..'. ' . ■■ 

d?où: 

da? ^ , . \ 

en substituant dans l'ëquaiion (i) , elle deviendra 

(a'^zxXB+2€:r+SDs''hAEa^+5Fa^)^z:=to ; 
Tom, X. a 
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40 IITTEGR^TIOW 

wa , en dëretoppant , ordonfian^ par rapport à « » <et f osMt , ^\u 

.abréger , 

.mettant «uccesslvement pour dr, daof cettç ^guation , \t» <raleim 
.—-3 , —I , o , +1 , +2 , il viendra 

o=^'— B'-\- c'^ jy+ ^— F^ ^ 

o^A' , 

o=^'+ B'+ C'-^ >+ E*-\- F' , 

o=3^/+2F+4C'+8Zy4-i6JB'-f32F' 4 

,«n prenant les /différences 4M>DsëcatiT«s , nous aaroni 

or=jî/+3C'+7zy+j 5^/4-3 lify î 

prenant ]a moitié Hei 4iH'érence» «on^éçutive» àt «elles «««i , nous 
jurons 
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.-•/-^^^^j '.^' î* "^-^B; ""■"*■ ^.ia*.«iiifp»û^- " ""~''*' -"^"Ffli»' 



ossO+3D'^-]E^+i5Ff , 

prenant le tiers des di^rérences- consécalives- de ces dernières, 
nottS' auron»- 

o=D^+3Ef+SP ,■ 

inrenant' enfin le quart de la différence de ces deux-ci , il viendra' 

.-. Ef=^o ; 

d-tfùy- ea' remontant' 

C'mo ,- 

rtmettànt' pour" ces' lettre»' les quantités dont elles- sont Itf symbole;» 
if»us' aurons* 

3i7zH-4a£=— aSFi ; 
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a 






.Z);=4 






jE=^ 



4(a*— 5fl»x»+4z*) ^ 



/=+rTW? 



S 



iinals , par la condition qui déiermiae la constante .^ on a 

r «» <-» xy^ • ^i 

.^libstltuanl donc, il viendra ^ 



4(«*— 5a"z>+4r*) 5tf(a4--5a>*v|-4z*) • 

faisant enfin z=o > et changeant «nsiïite ^ en ^ , nous aurons 

/oripule plus .approche^ encore ^ue les précédentes >* jnaîs toujours 
pour des valeurs de a peu difierentes de Tunité. ^ 

11 n*esi pas nécessaire d'aller plus loin pour être conduit & soup» 
.çonper (}ue^ $1 oui admettait une infinité de termes dans la valejof. 
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DBS Éi^UATIONS- x} 

1i|^h«lt|ue de y. , aogqel cas le procède pourrait passer pour' 
^goureux» on aurait 

r 

i€XT ^ celle yaleur est en effet exacte ; car si Ton y fait 
=— / d'où srz -1- ., 



<eUe devient > en substituant et -changeant les signoa 
I.og.(i+/)=/-î/-Hr>/^-î/4.7 ^»-..-.. 

{formule connue. 

Ainsi ^ Texemple que noue avons clioisi « tout en justifiant cohh 
(ptètement notre méthode ; montre <flairemént , en outre ,~ que celtp 
méthode n'est point seulement un {>rocëdë approximatif, mais qu'elle 
peut même donner le développement général et rigouteox en série 
<d*une ionction transcendante proposée* . 

PROBLÈME II. Trmi^er le.nomhr e. auquel répond ualogmthiM 
naturel proposé f 

Solution» Cette quesfion étant llnrerse de la précédente ^ il faudra , 
pour la résoudre , changer jr en j et yice versé , dans réquaîiom 
.de la première, qui déTiendrâ ainsi 

Mij iBn changeant s en U'^zSf 
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,4 INTEORATlOït 

là. cotistante: devant kl. être dëiernitoée pât la> é6ittidâfàtidirMqf(/|V 

a - 

yni. doit, rëpondre ix+zdr=:o. ou» jf=— — «^ 

P^6DS> di'àbDrd. $*ia)pleihan(i * ' ^ 

j=^+^^> (5) 

eH' substituant dans^ Tëq^iutioa (i) ^ elle deviendra 

nous^auronsici.à faire la^seulè suppositlon^sô «qui nous donnera)^, 

là. condilion . qui doit' déterminer là constante donnera:',, en outrée, 

s- 

4}înltnaHt* B eilire^ cer deux^ ëcfuatioasv^ disparaitca dé lui-roéme ;^ 
et% en. changeant. ensuite a en ;^. ^, scrua* auoropa^, pour^ première-^ 
approximation ^ , 

Eosons^ en seconde lieu,. . 
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<«n sulistUoaiKt dans rë^uafian (i) ^ ^I)e .deylenâr» , 

<ou» en ordonnant^ 

tJ=(^z-B)4<Jx— 20jr+(<7x~3Dy+2)^^ . (7/) 

^oas aurons ^eolemei^lcl ria^cè pour .49^ tes supposUîons ^—i, 
^ > ^1 > ce qui donnera 

o=(^z— 2^, .. 

prenant les ^ilFérencescMsédufïres ^''îi^^ra 

«=(l?z— :aC)+(^z— 3I>>fZ)z i 

en prerxam ]a 4emi-dijpr^repc6 de ce^ de1^l ^qu^^s^jl VîsoAr* 

^7x-3J9=o ^ 
4'o& ^ «n Temontant , 



Az^ JBsaO ; 



4ce qui donnera 
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xnaia I par la« condltîoii qoi dëteriùlàe la cdnstante , on a< 

en aul>atituaiit donc^.il Tiendra. , ^ , . ^ j . . 

faîdant enfin 4:=:o , et changeant ^ ea j? , il yiendia » pour secondé^ 
approximation • i • 

cr— I - • • • 

Fdjons eneore ^ 

d(6ù. 

snbatitoant ces yaleura dan» Tëquation (x)^^elle deviendra 

4MI .en ordonnant et posant j pour abréger , . 






O^J^^ 
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DïS EQUATION} S* 



^7 



m 



Kn supposant successivement, dans cette dernière équation, ar:s ; 
— a I — ï , o«, 4^1 ,.'+2 ; on en tirera^, comme dans le pt^cë-; 
dent problème ; 



d!9^ 



J'^o, 


I • 


Ç i^— 5ao^, 


-B'=+4^', 1 


-ffz— aC=s-|-4f<ï , 


C'=:o y c'est-à-dire < 


Cz'-ZDsso , 


' i>/=-5F , 


- 


i?z— 4£=— 5Fz , 


i/ŒO.^ ; . 


- 


i £x— 5^Œ»o ^ 


B 


=^> 





C 


i5(4— *»ï 


*» 


a(6»— t5«»-t-32*) 


D 


5C4— ^») 


»J 


a<6o-^SrM-^*) 


E 


5: 


r< 


"~ 3(6o— «5f ^-az»; 


F 


r. 



^, 



^r 



^. 



_ A-i 

là condîtibn- rc'sUtve à la eoiuUinl» est d'aillean ici 
" B é » 1 . JB A JF' 



eoT ffubstUuaot doue «. U viendra'. 
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18 IN^ÊGftltlÔ» 

I csji j i-^r-t-a . ^(6q_,5^,^^4, ^ -«(60— i5z«+ar4) 

faisant enfin zc^^o » tirant la Talenr de A j et changeani s eu s i 
nous aurons ; pour troisième approximation, 






Il n'en faut pas davantage pour être conduit & soupçonner que 
Ton doit avoir généralement et rigoureusement 



*»=. 



X X* -"^^ •.** ** I 



et en effet , cette formule est exacte ; car ^ en y changeant s en 
— j? , elle devient 

formule connue. 

PROBLÈME ///. TT0U9er le sinus et le cosinus d'un arc 

donné (jueUonque ? 

Solution. Soit x Tare donné et^ son sinus; on aura Téquation 

^=:Sînur ; 
« d'où , en diEférentlant ^ 



Digitized by 



Google 



DUS EQUATIONS. i^ 

•— . = Cos.ar ; 
ea prenant la somme des qaarrës de ces deux équations ^ il yiendr^ 

Pour nou« délivrer des quarrés , qui emBarrasscraient le calcul , 
dlfférentions de nouveau ; cç qui donnera , en divisant par -j- , 

Les deux constantes que comporte Tlntëgrale de cette équation doivent 
être déterminées par cette double considération qu'à x=o doivent 

ây 
répondre jr=:o et — =i ,. 

Changeons s en a+zx \ Tëquation différentielle deviendra 

^•r+ ^ «or (i) 

lies deux constantes devront alors être déterminées par cette double 

considération qu'à a+zs^o ou à jrs=— — doiventrépondrejro, 

z 

dr • 

-^ ssz ;. et les sinus et cosinus de a seront ce que' deviennent y et 

^ y respectivement « lorsqu'on suppose a?=o. . 

Comme nous avons déjà deux conditions à remplir» relativement 
aux constantes;, la supposition la plus simple que nous puissions 
admettre est- 

y:sA+Bx'irCx^ ; (5) 

d'oùr m 
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de èorte qu'on aura 

B 

En substituant dans Téquatlon (i) , «Ile deviendra 
c'e&t«à-dlre , 

Nous ferons ici la seule hypothèse ar=o ; laquelle donnera 

Jz^+:tC=o , 



ou Lîen 



C 
-rf+a — =0-, 



les conditions relatives aux constantes donnent d'ailleurs « 
j B ,^ C B C 

C 

éliminant donc — entre ces équations , et tirant des équations rësul- 

tantes les valeurs de ^ et — , il viendra 

a* 

a 1+ — 

a 

d'où £ disparaît de luî-méme. Changeant donc a tu s ^ nous au- 
^ns I pour première approximation , 
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•DES ËQUATION.S. 2i^ . 

Sin.jrs: , „ _. a 









Pesons , «B second lien , 

y=J+Bs^CsHD^-^Ex* , (5*) 

4'où . : - 

«n substituant ces Taleurs 4ans relation (i) , elle deviendra 
x*(/rf+5*+^*'H-iî«»+£«»>f-a(C+3I>*-^-6J2#*)=50 j 
«a , «n ordonnant y . 

«upposant sucoessiTement jr ^al h —1,0, ^i,il viendra 

o=(-<rfz*4-aO • 

prenant les di£rërencés consécutives de ces bois équations , il viendra 
OrsÇBz*+eLf)-^€jt*+i2E)+Dt^^Ez* , 
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^^ INTÉGBÂTION 

prenant tnfin la demî-diffërence de ces deux-ci ,. on tura 

d'oà 9 en remontant ^ 

o={Az^+tkC) . 
On tirera de ces trois dernières équations 

lies conditions^ relatives aux constantes sont d'ailleurs Ici 

s ** «^ x*^ 

en y substituant dbiid'' les trois Yaleurs- cl-dessns » elles deviendront 
en faisant de suite xsso p excepté dans le dënotninateur de B •. 



:è^O» 



detsquelles on tirera. 
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DES ÉQUATIONS, ^t 

diangeant donc cens , nous aurons , pour seconde approximation , ' 

Sinj 



1 3! 



(-TX-T+T;MT--a-)" 






ô=f)F?^IHPfJ ' 



^«■«•'= -^^^ • 

Si nous âdfnetfîons deux ternies de plus & la valeur hypothétique 
de y* , en opérant d'une manière ^semblable , nous trouTerions , pour 
troîsicme approximation , 

:btn.^= ^ ■ I - ; 

*-r + 4!')v-T+-4r--6r)+(T-Ti+5r) 



1— 

Cos«;r= 



^ a '^1[! "^ 61 



d'où 



X sp^ , ap* > 

lU marche de ces rësuUats nous conduit à soupçonner ayec fonde«- 
ment , qu'en posant , en général , 
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is4 INTEGRATION 



jfai- --+•■- - 6r+-8i- —'.... ; 



•^ 1 3! ^7! 7!^ g! *■ 

on doit avoir 

^. ^ ^ ^ 

Sin-jTss— — -rr ; Co».agss ■ ; ■ ■• 



d'oà 

TMg.*= - 

or , s'il en est aiasi , onr. devra atoic 






f 

d'où on conclura: 



on aura: donc aimptèmeofe' 

é'-esl-â-dîrev. 

jr J?r «^' s^r 

JPA- jp« JpC' 

Cos*4?=2 I.— -^ 4- -77- — 27 "^•••* 
a 4! 6!. 



oe^qfit^ eo oil^,. mi r;jg;oai'ettseni€nt nau. 

J6nS. la iaagentt esi dùimié f 

Sûhuion.. 
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DES ÉQUATIONS. aS 

Solution. Soît s la tangente donnée el y Tare cherclië auquel 
elle appartient ; nous aurons Téquatlofi 

âP=Tang.jr , ou ârCos.jrsSîn./; 
ou f en diiFérentiant ^ 

Cos.y^x ~ Sîn.jr= -- Cos.^ ^ 

Eh ëlîminant Gos.^ entre ces deux équations, Sin» jr disparaîtra 
aussi , et nous aurons Tëquatloà 

Jhù9 taqueUe ta constante doit se déterminer par cette considié-* 
tation que jp et y* doivent être nuls en même temps» 

Changeant, dans* cette équation, s en a^-^tx ^ elle deTiendira 



{(»+«*)+^-«+x V} ^ ~z=sa ^ 



(0 



•à la constante se déterminera par la consrdératum qu*3i a^zx^sso 

ou jr^s-' -— doit répondre )r=o ; et Tare cbercBé , dont la tangenta- 

tst a^ sera ce que devient y^ torsqu'on suppose jr^Oi 
Fosona d'abord simplement 

y^A-^-B»,, (5) 

nattant cette valeur dans (i) , elte di8?ièndra> 

Tcm. X. L 
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ou , en ordonnant , 

\[i+a^)B'^z]+2azBs+z^Bx*=o • (7)' 

En supposant jrzro^ cette équation 4onnera 

la condition relative ii la constante donnera d'ailleurs 



o=A B ; 



éliminant B entre les deux» on aura 



1 



changeant donc a en j?, nous aurons, pour première approximation , 

Posons , en second lieu , 

d'où. 

^=B+2Cx+3Dx* ; (&) 

•ubstitaant dans l'équation (i) , elle deviendra 

{(i+a*)+2azx+z's%B+2Cr+Zbx*)'~z =so , 
eu en développant , ordonnant et posant , pour abroger , 



*# 
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BKS ÉQUATIONS. n 

SDz'=E' i * 

faisant successivement pour x ,. dans cette dernière , les suppositions 
— I , o , -fi , il Tiendra 

«roù„ ao grepant. les .d'ff'^i^vces coo«ëcuti^s ,, 

prenant la demi-diflEérencc de ces deux dernières > il. riëndra< 

d'où 

B''\-D'=o „ 

nous avons d'ailleurs 

- ^/=o ;; 

BOUS aurons donc, en' substituant,» 
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1» INTEGRATIOH 

i'o& on tire 

B _ 3z» 



C __^ • . 



«» 3(i+«»){(i+«»)»+a(»— «*)*•+«♦} ' 

La condition relatire k la constante donne d'aUleun 

Mksiîtuant donc, €t faisant , après la substiluiton ^ x=so » nous anrons 
•'esl-i-dire , 



J=z 



_m_ (g+v/z:T)^tf-^/II;) 

l+a» * aV^) 



a* 



ra+j/Zn?— 'g— j/^)* 



f 



ai (g+i/=7)'-rg-^=:r)» ^ 



3(«+<»*)* aV=» 

on bien, en changeant tf en x. 
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IDXS EIJUATIOKS. ajt; 

. +i/^-f_Y c^i>fi/='.)'-(*-~v/=^)' 
^ • V'- w :w=ï — 

^•V^4^»/ i^;^ï • 

En admettant éenx termes de plas dans la valear hjpotbétiqn* 
^ y , on troareralt 

A..(T.»,=,)=(-^).(dVB^=l^ 

^H.W ÏTS 

^•W-; s^^Sr 

, . / * \» (jr-i-t/r,)»-(4r-t/z:; )» 
^ ' V.+W 5v=f » 

^érîe « dont la loi est évidente , et qu'on peut prolonger aussi loin 
qu'on le voudra. 

Il ne serait peut-être pas tiisé de ramener c« développement aux 
formules connues; mais on ne saurait néanmoins en contester Tcxae-» 
tUude. Pour ne laisser aucun doute à cet égard , appliquons - le 

}k la recherche du nombre — , dont la valeur « approchée & moina 

d^nne demi-unlié décimale du i2.^ ordre ^ est 
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3o 15TEGRATI0HC ' 

Pour y parvenir, il ne s'agira que de fafre sij^ty dans la formule 
ci-dessus ; les termes , dont l'indice est divisible par 4 » disparaîtront 
d'eux-mêmes , et il viendra . \ 

../'i. J.J_JL.l-l.i-.LS I 46 

\ a'S '*"aî"6 """at'y y a» '5.6.7 

•^ \ a^ 9 a^ 10 a« 11/ a* g.io.ii 

Va7"i3 a7\4 ^«"iSy a« i3.i4.i5 

\29 ij ' a9 18 a»» 19/ a« 17.18,19 

V,a" ai a" aa a»* a3/ a*» ai.aa.aS 

Va>i a5.. a«J a6 a«* ayy a«» a5.2(i.:i * 

( — L.^l^JL Lj, ' ^ "^ ' n3a 

ka«5 a9. a»5 3o a>« TiJ a»* ag.So.it 

'^a«7 33 ^a«? 34 ^a>« 357 a'*^ 33.34.35 



Va'j 37 x«» 38 ' a»*> 39/ a«« 



1814 
37^8,39. 
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»È^ ÉQUÀ.TIOKS. ^ • ■ ' ^jC 



'■' \a»' 4i 2" 4a 2»» 43/ a" 41.4a. 



43 

t 



(t t V'^ 1."^ *' \ ' -1' - ai 

â*ï"45 a»3"46"'"â^4"4^y a" "4546.47 

\a»5 49 a*^ 5o a«« 5i/ a»4 ^49.5o.5i 



«érie dont le terme général est 

'^ *^ •t4*-3j(4ii-»)(4«-^i» • . 
En réduisant ses termes en décimales ^ on aura 

4 =+ -^ =+0^33333333 
4 i,a*3 



I 46 _ 

T 5.6.7 "^ 



—0,05476x905 



H — i. ' '^" -ss -|-o.oo8ai 7677 

4* 9.I0.II 



<i43 



4^- i3w4.i5 



>— 0^0014194^4 



^ 4*9 . • »^ . 



610 



4^ ai.2a.a3 



— o,oooo56o6ï 



\ 
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3jk I N T E g R 4:1:1 N. DE S..Ê Q U_A TI NSw 

I 85l . AOA 

«I ■ =+0.00001 1*38 i 

,^Z- ^' ^ sa ^ • ^ . — o,ooooo:i56> 

^— -1. ' ^"^ s= ; • ; — o,ooooooia& 

49 37,38.39 ... 

X a656 
—- T" -TT-JTT" = ...•.• i^ .•-.• ^ . . — K),OOOOOOOOT 

4" 45.4647 

, » 3i37 , , 

4 —— =4-0,00000000 1 " ■ 

^ 4«* 49^o,5i 

■ —0,05624007s 

-H>,84i638a38> +o,84i638338 



Ge qui d'onne* 



~ = o,78S39&i63 ;. 



valeur exacte jusqu'à la dernière décimale uicIusiTCinentb 

Nous e'tant ainsi assurés dé l'exactitude et de fa commodttë dé* 
notre méthode , par son- application à des eas déjà connus ; il ne* 
nous reste plus qu'à l'appliquer à des équations diflfërentrelles qa'on. 
ne sait pas encore intégrer , et & examiner si elle neserait patsus*^ 
oeptible deb quelques simplifications.} et ce sera. le sujet d'un s^condi 
«imeiç0à, .... 
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DÊVELOP.» EK SÉRIES ©ES PONCT .»• POLYNOMES. 33 



ANALISE TRANSCENDANTE* 

Application du calcul aux . différences partielles à la 
résolution de quelques problèmes danalise ; 

Par M» Frédéric Sarrus. 



f%^%«'^'%^^'V<%<^^ 



XjE calcul aux dî/Tërences partiellea « qui doit son origine \ .^es 
questions de gëomëtrie et de mécanique , a ëtë .postërieuremeni 
applique » d'une manière très-heureuse , par des gëomètrés du pre-* 
mier ordre , i des questions de pure analise. (je sont quelques essai» 
de ce genre d'application que nous nous proposons de présenter 
icit en employant successivement cette branche de calcul et au 
développement des fonctions polynopilales en séries , et au problème 
d^ retour des suites* 

SI. 

Diçéloppement en séries des fonetipns polynomiales. 

M* Faoli a^esl déjà proposé de déduire des seuls principes da 
calcul différentiel tout ce qui est nécessaire pour parvenir au déve- 
loppement en séries des fonctions polynomiales : c*est du même 
sujet que nous nous proposons de nous, occuper ici. Notre méthode 
étant un peu plus simple que pelle de l'illustre Italien ^ nos résultat» 
doivent aussi être moins compliqués que les siens.^ 

lom. X, ».• 11 9 !••' asÉt 1819. 5 
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34 DÉVELOPPEMENT EN SÉRIES 

Soît u une fonction de y fl^'^^ ^'^^ question de développer suivant 
les puissances de x; f ëtant donnée par Tëquation 



On aura d*abord cette suite d*équalions 



du au Ay d« , , , ^ . k / 1 . V 



du 



du ây 



du 



du __ dtf dy ou 

d« ~" dy da "" djr * 

du du dy dft 

d«, ~" dy dai "" djr * 






du dy 



du 



4X d^a djr ' 



' dtt ^ du dy _^ „ du 



(0 



dans lesquelles tf » iin ^7^ , tf. sont traitées comme indépendantes. 



dK 



Éliminant — entre chacune des équations (i) et la dernière , on 



trouve 



da ^ ^ au 
dZ"""* di ' 



d« «*. du 

da* dot. 






r-^»** 



dci 



(^) 



^^^«N 



>rv C 



V ••> ' 
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I>E S F O N C T I p N S P OL Y NOMJE S. . 35 

^- , du , du du du 

Mettant ensuite dans --* les valeurs de -r- , s-r- y ^'t- »••■•* 
dx ày dy ' dj ' ' 

données par les équations (i) , on trouve 



du dtf . du . » dtf . ^ du 



di =^' d-7 +^^^ dT. +3^^ 5^+4^4^^ +••- (3) 



Posons^ pour abréger, 
' _ du ^ 1 d*u j d^u j i d"il . 

''-"'' dT""*"* ^s^^"*»' F d]?'*^^''-^";^.'d^'*'*'^ 

La première des équations (3) donne 

dtf„ d««-« ' 

poartu qu'après U diffîrenUatloD on suppose ^ap* Partant 

-— ~=:0. (4) 

dan 

On tirerait de même de la dernière équation (a) 



dan da* 

et enfin de Téquation (3) 



(5) 



'^^-^^^ "IT- +^^* "IkT •^^''' "d^+-- ^^^ 

équation qu'en vertu de Téquation de condition (5) qu'on peut 
changer en celle-ci, 
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36 DEVELOPPEMENT EN SERIES 

(7> 



nA^^a, -^;p- H-a^. -^-- +3a, -^ + ._, 
OU encore 

«•#l-|*i «•#+« ^«-M 



(8) 



L*ëquatîon (6) exprime suivant quelle loi chacune des quantit^^ 
Ai ^ A^^ A^ ^ ..«M. dérive de celle qui la précède immédiatement. 

La formule (9) , ne renfermant de diiTérenfuitions que par rapport 
\ a , permet d'employer les valeurs particulières ou nuniériques 
de tf , t tf« ^ U| I •..— , et de faire ainsi les réductions a mesure 
qu'elles se présenteront ; ce qui , dans bien de cas , la rendra 
préférable. 

Enfin , la formule (8) donne le moyen de revenir de Tune queU 
^onque des quantités A^^ A^ ^ ^^ ,«••.• à celle qui la précède. Elle 
devient iUasoire lorsque a=o ; ce qu'il n'était pas difficile de 
prévoir. 

Au moyen de la relation que Téquation (8) établit entre les divers 
coefficiens de s , dans le développement de ir , on peut donner une 
infinité de formes différentes à la formule (6). Nous avons rapporté 
seulement les plus remarquables ; mais son emploi peut devenir 
plus intéressant. En effet , les équations (4) et (8) peuvent se con« 
^ centrer en celle-ci 

4e laquelle on tirera facilement 

^>Am _ d»^m-# AkA^^^^ ^ 

et, en général » 
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DES FONCTIONS POLYNOMES. S7 

(S) 



9A„ iFA„^^ 



Maintenant, on a 

" "^ • d0in a! dan* 3! d«*« 

pourvu qu'après les d!iFërentiallon$ on fasse tf||^=:o , dans les quantUës 

^_, — -^ , -— ^,,M... du second membre. L'on aura donc, en yerta 
dtf« da*j| 

de l'équation (g) 

moyennant ks mêmes restrictions ; et coinmè , dans là dernière 
équation y les différentiations ne sont plus relatives à ^n > on trouvera 
la valeur de j^^^ , dans la supposition de a^ quelconque , si Ton t 

les valeurs de jim» -^«— «i -^m.*»»» • dans la supposition de 

tf,=o , sans que. pour cela oii jôit' obligé de fecommencer les 
calculs» 

Par k moyen des formules précédentes , on pourra s'élever , de' 
proche en proche , h la valeur.de ji^p 6° fonction de tf, ^ i9|^ , u, , ••..ji, 
et des coei&ciens différentiels de cette dernière quantité ; mais 
cette marche , d'ailleurs très-laborieuse ^ ne serait fondée que sur 
Vanalogie. Voici » pour le même obj^et » une méthode en même 
temps plus expéditive et plus rigoureuse. 

Si Ton fait » pour abréger , 

iHi aura 

fssa+is î et u^t(fi'^ts) r 

00 bien , en développant. 
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3it DEVELOPPEMEMT EN SERIES 

■ àa dtf» a! ' da^ 3î 

pa a d'ailleurs 

'<«-« ^ ï if" 
(n— •1)1 "^ ni dai ^ 

f n— » I d»^" 

. (ii<^A}l ni à^t ' 






ainsi 



^«iV, d# do,»»— ~ d«» da^»-*^ •...-r* da" ■ y 
bÏ donc l'on suppose . ' 

on aura 

an* ^n, r^onreniaQt. l'ordce d«A t^xoes-, . 

'' y_' ï r^"^ „ ' <!»-'^ 'dB. , d^ d"-'B„.. ^ 

•^"~ "in i 1^ ^■*" dï^^ d^r "*'••••'*" dT * di.."- ■ j ' 

Mats , en suivant la marche qui nous a conduit aux formules 
(6) et (7), nous trouverions s • - 

Parlant, si l'on fait 



1 
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BES V0NCTÏ<)!NS POtTfNOMÉa d^ 



M aura 



"1 i » , > ah:: 



*Ck=rr, --iJ+atf , — ^ +3tf^ J-Î-I.4...... ; (10) 

* * àai.da, * àoi-aat ' da|.da , ' ^ ' 

et' •.' '■,' ' '■ ' •' " •". '■ •■'.;■•." "■ "' ■''■■' 

*^*=''' -d:7-+^^» -1^+3^* -d^"»-- • • ^* ^> ' 

et par consëquent 

^-==;r(^dïr+^.i:;r:r+^.â:=^+ +^-17) <«^> 

La réunion de la formule (12) avec une des formules (10) et 
(11) remplit l'objet propose. 

Yoîci enfin une méthode très-simple , pour construire tout d'un 
coup l'entier développefnéilt de «• S(Ât!lbit' 

~jj^ = i+htx^hVx*^^h*^x^+ ...... =H ; 

on aura alors 

^„. I dif dH , I d^^ 4»« r i. àU »n.^ ^ ^ ..^^^ 
H-^iï-T jj^j j^ d&^abl da« dA> ^3»! da* d^^ ^ . ^^^ 

pourvu que , dans le second membre ^ on fasse ^=0 1. après lei^ 
difFérentiat'ions. D'où Ton yoU qu'étant donné le développemenl dei 
Hf on aura très^faellemeni celui de^ U. Svfppô'soîii donc 

on trouyera facilement réquation '^ 
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%o p£y£LOPPE.MENT EN SÉRIES 

ponr dëterminer chaqae terme de H , en fonction de ceux qui 
le prëcèdent. 

Dans ce qui précède » nous tTons suppose que u n*ëuit fonction 
que d'une seule quantité y 9 q^^ n'était elle-même fonction que de s^ 
mab à présent supposons 

+*f,i5+3„.*H- 

+*o, 1** "T* •*•— 

y tX ^ étant la sommé de . tous les termes de la forme a^j^x^ ; 
^m^^^ que Ton peut faire , en prenant pour m , n tous lea 
nombres entiers positifs , séro compris ^ pourront se mettre sous 
celle forme 

Gela posé , regardant comme entièrement indépendantes les diversea 
quantités s , z ^ a^^ , l^^ ^ et difiîéif ntiaat dans celle tue » on 
|rott3[era facilement 
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DES FONCTIONS POLYNOMES. 4i 

En vertu de ces deux dernières équations, on peut changer (i) 
et (a) en celles-ci 

Mettant, dans Téquation (3) , p^A et ç+k , au lieu de/» et f; 
elle deviendra 



quî , comparé avec I*équatIoD (3), donne 



et on tirera de méoie de Tëquation (4) 
Tonu X, 
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Maintenant , représentons en général par A^^^ la valeur do 

lr\5\ dPu? ' 

lorsqu^après les difFéretitlatiotts on y suppose jt et z nuls. On aura 
d'abord 

Cl ensuite ,' on tirera des équations (5) , (6) , (7) , (8) les formules 
suivantes 

au moyen des relations données par le; équations '(11) » (12) on' 
pourra donner une infinité de formes diilérentes aux formules (9) , 
(xo) : nous nous contenterons de rapporter les. priaoîpaUs, qui sont 

rA..,^z[n{aJj^+iJ^)\, (.3). 
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DES FONCTIONS POLYNOMES, 43 

Dans éts trois dernières formules , le signe £^ ne se rsippQrte qu*à 
jn ; et nous avons fait , pour abrëger ^ * 

tf z* jt^ 

Quant à la manière d'y parvenir , voie! pour cela une méthode 
que )e crois plus simple que Temploi des formules (9) p (10) , 

(I.),(I2). 

Les équations (i)^ (2) donnent 
ou> en faisant m'\'n = # ^ 
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du . g au _ ( «" ./' dtt . " i¥\) 



OU encore 



dtf , r du _, ( / du , du \ I 

37+ : Tr=*'l-(''.ïzr:-^-5::r7)! • ^"^ 



«n mettant respecllyemenc 



du dtf 

et 



dtf dtf 

1 la place de «"-' — et ^*"'T;jf ce .qui est permis » en rerlu 

des équations (3) et (4); et le signe X^ ne se rapportant qu*à «« 
Enfin y on tirera de Tëquation (30) une formule qui ne dl/Térera 
de la formule (17) qu'en ce que • y sera au lieu de m. Cette 
formule une fois trouvée, on en déduira facilement (18) et (19) t 
«u moyen des relations (11) et (la). 

Enfin , Ton sait que le développement de u est égal k une suite 
de termes de la forme 



d"^+«^o,o (y^-^,o)" (r'-io,,)» 
faisant ensuite 



àa^à^ol. ml 



on aura 

pourvu qu'après lesdifTérentiations Ton fasse A =170,0 t *=^o o dans 
le développement de /f. On déduira donc par U , du développement 
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de H 9 tous les termes de celui de u , dans lascjuels la somme des 
exposans de ;r et ^ ne sera pa^ plu3 grande que p^ 
Soit encore a 



H^ 



oa aur# , 

pourvu que , dans le dëveloppement de H on suppose ^ et ^ nuls 
après les diffërentiatlons ^ ce qui: fournit une autre méthode pour 
t/ourer le développement de u» 

Nous pourrions donner , pour parvenir k ce même dëveloppement, 
nue infinltë d'autres méthodes plus ou moins compliquées ; maïs 
Dous nous sommes contentés de rapporter les plus simples. Nous 
pourrions encore nous oecuper du cas où u est fonction de plus 
de deux fonctions jr , y^ ; du cas oii y , y^ ^ ••••• seraient elles mêmes 
fonctions de plus de deux variables indépendantes s , z i mais ces 
divers cas ne présenteront aucune difficulté sérieuse à ceux qui au<- 
ront bien saisi Tesprlt de notre méthode. Au surplus , de quelque 
nombre d'application que nos formules puissent être susceptibles , 
nous n'avons pas pensé qu'il dût être nécessaire d'en faire com- 
prendre l'usage par des exemples qui n'auraient fait que donner à 
ce mémoire un surcroit d'étendue que nous avons sur-tout cherché 
à éviter. Nous terminerons sur ce sujet en observant que , bien 
que nous ayons supposé que u était fonction àt y ^y^ , sans a^^^ ^ 
hm^n^ on peut cependant étendre notre méthode à ce cas, et cela, 
par un artifice ingénieux dû h Tillustre auteur de la Mécanique 
céleste ; il consiste Jl remplacer momentanément ces qu?>ntitës par 
d'autres , que Ton regardera comme constantes dans les diiféren'^ 
tiations. On peut faire une semblable remarque pour le cas où u 
n'çst fonction que de y seulement. * 



Digitized by 



Google 



46 RETOUR 

§. II. 
Retour des suites. 

Dans son Traité de ealcul différentiel et intégral , ( 2.^ ëdtf. ; 
tom. I , pag. 298 ) t M. Lacroix observe que , quelque élégant qne 
soit l'emploi du Théorème de Lagrange ^ dans l'opération du retour 
des suites^ il ne saurait être pourtant regardé comme indiquant la 
loi des formules auxquelles il conduit. 

Frappé de cette remarque , qui nous a paru très-fondée , nous 
avons cherché une solution du problème qui ne fût pas sujette à 
cet inconvénient; et la suivante nous parait remplir le but. A la 
vérité , elle sera jugée peut-être moins générale et moins élégante 
que celle de Lagrange ; mais aussi est-il bien loin de noire pensée 
de prétendre lutter contre cet illustre géomètre. 

Soit Téquation 

tf = tf,Z-|-J.Z«-|-^,£*4-tf^X»-t- (1) 

et proposons -nous d'en tirer la valeur de z ^ ordonnée suivant lea 
puissances de a. Cette valeur , quelle qu'elle soit y est évidemment 
une fonction des quantités tf > tft * ^s > ^i 9 •••••» 4^^ ^^^^ regarderons 
comme indépendantes. Ainsi , diflférentiant successivement Téquation 
(i) , par rapport à chacune de ces quantités, et posant» pour 
abréger , 

nous aurons 
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da 









(a) 



Elîminant * entre la première des équatîoas (2) et chacane des 
suivantes , on< trouve 






^* I n ^^ 



i(3) 



D'ailleurs , en remettant pour h sa valeur dans la première de« 

ëquaiions (a), elle deviendra 

^='' % H-^»".'^ +3-^1 -V-^ +K *' -+.... ; 
ou bien , en vertu des équations (3) , 



de 



dr 



At 



ix 



"^ 1; =»+^^*d^+3a. d;ï7+4^4^, +-.. 



(4) 



Supposons 
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48 RETOUR 

en substîlaant cette valeur dans Fëquation (4) • la comparaison 
des termes semblables dans les deox membres donnera 



d-*<i - iAt j^ s d^i , 



Arfii-i d-^„_i , . d-^«_, 

formules qui indiquent suivant quelle loi le coefficient d*une puis- 
sance quelconque de a dérive de celui de la puissance immëdla-* 
tement inférieure. 
L'équation (3) donne 

i/xis 

on» en mettant pomr x sa valeur , 

d*aîlleurs x"* est d« la forme 
partant 
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tant que k ne sera pas nul ; et 



= 



qui donnera facilement la valeur de 2", quand celle de z sera 



connue» 

Souvent on a 



et alors c*est suivant les puissances de x qu'il faut ordonner W 
développement de %. Dans ce cas on a 



00 bien 



dr Az àa 

àx âa dx ^ 



ê == ■37(*.+2*,*+33,**+434*»+..^): : 



Oa trouverait de même 



iz 



ie 



d3» * d« 



cfr àz 

— - r« 



Jx iz 



paitant 



Ton. X 



(Q 
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àx 



da 



mettant « dans cette dernière ëqualion , au lieu de -7- ^sa râleur tîrëe 

dv 

de l'iiqaation (4) > ^ multipliant |>ar a, , on la changera en celle-ci 



•Mtfi QUI 



Sapposant ensuite 



et mettant cette valeur dans la £trmule précédente , on trouvera 
d'abord 



ûtCt^ii , 



et ensuite y en général^ 






+3Î,<J, 






(7) 



pour la loi qui lie les coefHciens de deux puissances quelconques 
consécutives de , dans le développement de z. 
Si dans Téquation 

âfzêa 

on met pour da sa valeur 
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EQUILIBRE DU POLYÈDRE. 5i 

et pour z son développement j on trouvera que le coefficient de 
*" dans «" est 

n d(*.C„.4+a*2Cm- t+3*i C„_ ,4...^) 
m da 

D'oi Ton voit qu'ëfant donne le développement de z , on en déduirai 
facîleinent celui de z"« 



STATIQUE. 

Démonstration dun cas déquilibrû (otun polyèdre 

quelconque ; 

Par M. GsRGosfNSm 



Ll est connu depuis long^temps que ^si au» milieux des eétis dun 
polygone plan quelconques convexe ou non , on applique , dans 
le plan même de ce polygone , des forces respecthement propoT'-^ 
tionnelles aux longueurs de ces côtés , perpendiculaires à leurs 
directions , et agissant toutes du dedans au dehors ou toutes du 
dehors au dedans , le polygone demeurera en équilibre. Oa en 
conclut qu'un fluide pesant et homogène intérieur ou extérieur i 
un polygone dont le plan est parallèle à celui de la surface su- 
périeure du fluide ne saurait y engendrer aucun mouyement , et 
par suite que les pressions horizontales exercées par un fluide pe- 
sant y soit sur le vase qui le contient , soit sur un corps qui y 
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est plonge , se détruisent réclproqucoient (*). On çn pourrait con« 
dure également que , si Ton tend sur un polygone invariable une 
membritne homogène tendante à se contracter ou à se dilater , 
rélastlclté de cette membrane ne fera riaitre aucun mouvement dans 
le polygone. 

Le théorème analogue , dans la géométrie à trois dimensions , 
est le suivant : 

THÉORÈME. Si aux centres de grand des aires de tontes 
les faces d'un polyèdre quelconque , non pesant , convexe ou non , 
on applique des puissances respectivement perpendiculaires aux 
plans de ces faces ^ et proportionnelles à leur étendue^ agissant 
toutes du dedans au dehors ou toutes du dehors au dedans , le 
polyèdre demeurera eri équilibre. 

Il n'est pas à ma connaissance que ce théorème soit démontré 
flutle part ; cft c^est 4 suppléer à cette ombsion que je consacre ce 
que Ton va lire* 

I. Il est d'abord facile de démontrer que^^i^J un point quel^ 
tonque de Vintirieur d'un tétraèdre quelconque , on applique quatre 
puissances respectivement perpendiculaires à ces faces et d'une 
intensité proportionnelle à' leur étendue ^ ces puissances se feront 
équilibre. 

Soient , en effet , / , f ^ f' t f" les faces du tétraèdre , et 
P ^ P' 9 /^' f Jf^^^ ^^* puissances qui leur sont respectivement par- 
piendiculaires , nous aurons 

X étant une constante \ nous aurons de plus 
Cos.(;7, ;/)=«-Cos.(/, /; , Co%.{p' , /r^O=-Cos.( / , /O . 



j[*) Yoje9 entre autres VHyiroftatique de Bezout. 
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Co5.( p" , p'j^—Qoi.if . /) . 

' La résultante r des trois puissances Pf p* , p" sera {*) donnée 
par l'équation 

et elle fera , avec les composantes-, des angles i , ¥ , ¥' , données 
par les -formule» 

Cos.<= i {p-\-p'Cqs,{p , p^+p"Oit.{p'f , p)} ; 

. Cosy=-^ {p'-\-p"CQi,{pf , pffy\'pCos.{p , p^\ , 

Co8y^=-^{^//+/>Cos.(^', p)+pfCos.(p' , pif'} . 

En substituant donc, ces formules deviendront 
r*=xV*+/*+/'*-2/;/''<^»-(/./0-a/'yCos.(/',/)-3;5^Co9.C/,/}i 



CosJ= 7{/+/Cos.(/,/)-/'/Cos.(//,/)) . 



Cosy=- {y>4-/'Cos.(/ ,/0-/Co».(/> /)} ; 



Co8y/sry{//4/Cos.(/',/>-y'Co8.(/,/0} ; 



(*> Voyez la page 55 du précédent Tolulne. 
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mais , par le thëoréme de M. Carnot {*) , on a 

/-/Co..(/, /)-/'Cos.(// , /) =/?//Cos.( /, f^O i. 

y''-/Cos.(//,/)-/Co5(/,/o=/'"Co..(/'/,//0 ; 

iubstttaaiit donc , il Tiendra 

Co».#=^///Co8.(/,/'0=~Cos.(^ .O . 



r 

La rësuhante r des trois forces /^^ f * p'^ ^^t donc égale i j^'^ ^ 
et dirigée suiTanl la même droite ; et comme il est d'ailleor évi- 
dent qu'elle agit en sens contraire de r , il s'ensuit que les quatre 
forces P t p' ^ p^' y p^^' «ont en équilibre. 

On étendrait sans peine cette proposition et le calcul qui Tappuie 
k un polyèdre quelconque ; mais ici la difficulté consbte en ce 
que , en général , les perpendiculaires menées aux plans des faces 



O Vojez 1m pages iSg^ 140 du IL^ volume du piésent recueil. 
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A'tai t^tra&dre j et à plus forte Valson d'un polyèdro quelconque, 
par les centres de gravUë des aires de ces faces , ne passent pas 
par un même point (*). 11 faut donc prendre une autre vole pour 
parvenir à notre but. 

a. Considérons , en premier lieu , un tétraèdre dont le sommet 
soit S, dont Tarète SC soit perpendiculaire au plan de la base 
ÂCB y et où les côtés, GA , CB de cette base , et conséquemment 
les arêtes SA » SB soient de même jiongueur. Si , pour fixer les 
idées f nous supposons horizontal le plan de la base ACB ; les faces 
SCAy SCB seront des triangles égaux » rectangles ep C, dont les 
plans seront verticaux* 

Sur SA , SB , SC soient pris , aux deux tiers de leurs longueurs i 
des points A^ , B^ , G^ par lesquels soit conduit un plan ; ce plan 
sera horizontal , comme le plan ACB. Soit joint le milieu M de 
AB au sommet S par une droite coupant A^^ en M^ ; ce point 
M^ sera le centre de graviti de Taire de la face ASB ; et sa pro* 
jection N sur la base sera le centre de gravité de l^aiire de cette 
base. Quant aux deux autres faces SCA y SCB , leurs centres de 
gravité respectifs seront les milieux de C^Iif p CfW» 

Concevons qu'à ces centres de gravité , et perpendiculairement 
aux faces du tétraèdre , on applique quatre forces proportionnelles 
aux aires de ces faces , et agissant toutes soit du dehors au dedans 
soit du dedans au dehors ; représentons par s , a, i , c les forces 
respectivement opposées à S » A , B , G. D'après ce qui vient d'être 
observé ci-dessus les forces r et x.» la première perpendiculaire à 
la face ASB, et l'autre verticale , concourront au même point M^ 

Quant aux forces égales et horizontales* a ^ i ^ appliquées aux 
milieux des côtés C^A' , C^B^ du triangle isocèle A^C^^ , leurs 
directions concourront évidemment en quelque point de C^M^ ^ et 



(*) Yojtz la page s43 du 11.^ volume de ce rscueiL 
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elles auront là une résultante suivant C'^M'', qae Ton pourra con* 

sîdérer comme appliquée en M^ et que Too pourra décomposer , 

en ce point , en deax forces a^ty égales et parallèles aux 

premières. 

On aura donc ainsi , en un même point M^ y quatre forces per- 
pendiculaires aux faces d'un tétraèdre , et proportionnelles aux aires 
respectives de ces faces ; ces forces seront donc en équilibre (f ) ; 
puis donc qu^elles forment un ensemble équivalent à celles da 
système primitif , ces dernières doivent l'être aussi» 

3. Soit , en second lieu ^ un tétraèdre SABC dont les arêtes 
SA 9 SB , SG soient égales , et dans lequel conséquemment la pro- 
jection S^ du sommet sur le plan de la base soit le .eentre da 
cercle circonscrit à cette base. Pour fixer les idées , supposons que 
ce centre S^ soit ultérieur ao triangle ABC ; soient menées S^A , 
S^B » S^G ; par ces droites et par SS^ soient conduits trois plans t 
ces plans diviseront le tétraèdre en trois autres ^ dont chacun sera 
condilionné comme celui dont il vient d'èlre question (2)^ 

Concevons que Ton applique aux centres de gravité des faces ^ 
et perpendiculairement à leurs plans, des puissances proportionnelles 
k rétendue de ces faces; el, pour fixer les idées , supposons que 
ces puissances agissent du dehors au dedans. Celle qui sera appli-« 
quée à la i>ase pourra, comme Ton sait , se décomposer en trois 
autres , parallèles & sa diroction , proportionnelles aux aires des 
trois triangles AS^B , BS^G , CS^A , et appliquées à leurs centre» 
de gravité. 

. Concevons qu'aux centres de gravité de chacune àts trois faces 
SS^A, SS^B, SS^C, communes à nos trojs tétraèdres , pris deux 
à deux , et dans des directions perpendiculaires à leurs plsns , oa* 
applique deux forces égales et contraires , proportionnelles à Tétendue 
de ces faces» Ces forces étant d*elles-mâmes deux à deux en équi- 
libre y elles ne changeront rien à l'état du système». 

Mais , par suite de Tintroduction de ces nouvelles forces , chacuB 
des trois tétraèdres partiels „ se trouvant sollicité comme Tétait le 

tétraèdre- 
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tétraèdre unique que nous avions précédemment consîdërë (2) , sera 
âe iin-mômc en équilibre; le tétraèdre total lé sera donc aussi ; il 
Tétait donc déjà avant riniroductîon de ces nouvelles forces. 

Si le centre du cercle circonscrit à la base du tétraèdre total lui 
était extérieur , ce tétraèdre , au lieu d'être la somme des trots 
tétraèdres partiels , serait la ^omme de deux d'entre eux diminue'e 
du troisième, ou Tun d'eux diminué de la somme des deux autres; 
et il n*y ;iurait de diflerence dans le raisonnement qu*en ce que 
les forcer , sollicitant les tétraèdres pris soustractivément , devraient 
Ctre considérées comme agissant du dedans au dehors , du moins 
$1 , comme nous Tavons supposé , les forces primitives agissaient 
du dehors au dedans. Ce serait l'inverse dans le cas contraire. 

4* Soit , en troisième lieu , un tétraèdre quelconque , ABGD 
sollicité , aux centres de gravité des aires de ces faces ^ par dea 
forces perpendieulaires à leurs plans et proportionnelles à leur 
étendue, que nous supposerons, pour fixer les idées ^ agir loutea 
àa dehors au dedans. 

G>nsIdérons le centre O de la sphère circonscrite comme le 
soinmet commun de quatre tétraèdres partiels OâBG, ÔBCD, OCDA, 
ODAB, ayant pour bases les faces ABC, BCl), CDA, DAB dti 
premier ; W , pour fixer encore les idées , nous supposons Je point 
O intérieur au tétraèdre préposé , ce tétraèdre sera' la somme dea 
quatre tétraèdres partiels , dont chacun sera d'ailleurs CQnditionné , 
comme celui du cas précédent (3}» 

Concevons qu'aux centres de gravité des aires dés six; faces AOB, 
ÀOC , BOC , AOD , BOD , COD , communes à nos tétraèdres 
partiels pris deux k deux , et perpendiculairement aux plans de 
ces faces, on applique deux forces égales et contraires , propor-* 
tionneiles à leur étendue; ces forces, étant deux ^ deux en équi* 
libre, ne . changeront rien à l'état du systèmèi 

Mais y par suite de l'introduction de ces mêmes forces , chacun 
des tétraèdres partiels se trouvera exactement dans le même cas 
^ue le tétraèdre unique du cas précédent (3) ; ce tétraèdre partiel 
Tom. X 8 
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demeurera donc en équilibre ; le tétraèdre total j demeurera donc 
aussi : il derait donc être déjà en équilibre antérieurement à Tintro-* 
duction de ces forces. 

Si le centre O de la sphère circonscrite était extérieur au tétraèdre 
total ,[alors ce tétraèdre > au lieu d*ètre la somme des quatre tétraèdres 
partiels, pourrait être ou la somme de trois d*entre eux diminuée da 
quatrième , ou la somme de deux d'entre eux diminuée de la somme 
des deux autres , ou encore Tun d'entre eux diminué de la somme 
des trois autres \ et il n'y aurait de différence dans le raisonnement 
qu'en ce que , dans les tétraèdres partiels pris soustractirement , 
il faudrait supposer que les forces agissent du dedans au dehors , si 
du moins , comme nous l'avons admis , les forces primitives agis- 
saient du dehors au dedans. Ce serait l'inverse dans le cas contraire. 

5. Dans la démonstration relative au tétraèdre , on pourrait 
remplacer la considération du centre de la sphère circonscrite 
par celle dfu centre de la sphère inscrite ; en suivant à peu 
près le mode de décomposition indiqué k la page 346 du 
VL^ volume de ce recueil. Il se peut , au surplus » qu'il existe 
quelque procédé plus simple encore pour parvenir au but , et 
nous nous empresserions de le signaler s'il nous était offert. 

6. Conceyons un tétraèdre inscrit à un autre tétraèdre de telle 
manière que les sommets du premier soient les centres de gravité 
des aires des faces du second ; ces deux tétraèdres ayant les faces 
homologues parallèles chacune à chacune seront semblables , et les 
perpendiqulaires élevées aux plans des faces de l'un , par les centres 
de gravité des aires de ces faces , seront dans l'autre les perpen^ 
diculaireS abaissées des sommets sur les plans des faees opposées. 
Do là y et de ce qui vient d'être démontré ci-dessus , on peut 
conclure la proposition suivante : 

Si ton ëpplique aux quatre sommets d'un tiiraèdre des forces 
de direetions perpendiculaires aux plans des faces opposées et 
respectivement proportionnelles aux aires de ces faces , le tétraèdre 
demeurera en équilibre. 
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Par àe$ considérations sembUblet , on s'assurera de la réritë de 

• . "'il .j'y" 

«ette proposition analogue de géométrie plane : 

. Si on 0ppliqufi, ausf qjuaire sommets éCun triangle des forces 
situées dans son plan , perpendiculaires aux directions des càtis 
opposées , et proportionnelles aux longueurs resputipeê de ce$ 
tàtés \ le triangle demeurera en équilibre. 

7* Soit présentement une pyramide quelconque aux centres dé 
grayité des aires des faces de laquelle soient appUq^iées , perpen^ 
^culatrement. i leurs direciions » des forces proportionnelles i 
retendue' de œs faces » et agpstartt toutes ëgalement soit dit dehors 
au dedans soit du dedans au dehors. 

Soit* décomposée cette pyramide en tétraèdres, par des plans dta- 
gonaux \ et soit eq mébi€ temps remplacée la forée - qui agit att 
centre de graVité de Taire de sa base] en d*autres forces parallèleji 
\ la direction 1M celle-là , ayant leurs points d'application aux 
centres de graritd des aires . des triangles résultant de la décom» 
position de cette base y et des intensités respectivement propor* 
tionnelles aux aires de ces triangles^ ce qui est permis. 

Concevons de plus qu'au centre dé gravité de Taire de chacun 
des plans diagonaux qui divisent la pyramide en tétraèdre , on 
applique ^ perpendiculairement à la direction de ce plan , deux 
forces égales et contraires, proportionneUes \ Pétendue de ce plan; 
ces dernières forces se trouvant deux à doux en équilibre , lent 
introduction ne changera absolument rien i Tétat du systèmcf. 

Mais alors , chacun des tétraèdres résultant de la décomposition 
de la pyramide , se trouvant sollicité comme Tétait le tétraèdre 
unique du cas précédent (4) % sera de lui-même en équilibre • 
la pyramide le sera donc aussi ; et conséquemment elle devail 
Télre déjà antérieurement à Tintroduction des nouvelles forces. 

8. Soit enfin un polyèdre quelconque aux centres de gravité 
des aires des faces duquiil soient appliquées perpendiculairement i 
leurs directions , des forces proportionnelles à Télendue de cea 



\ 
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faces , et agissant toutes également soU dii dehors au dedans soll 
du dedans au dehors. -^ ' 

Soit décomposé cé^ polyèdre en pyramides ayant ses faces pour 
bases, et pour sommet commun un point pris arbitrairement dans 
•on intérieur; concevons qu'ensuite on applique au centre de grarité 
de Taire de chacun des triangles qu! servent de faces latéra'Ies 
^communes à deux pyramides consécutives, et perpendiculaire ment 
au plan de ce triangle, deux forces égale» et contraires, propor^ 
tionnelles à l'étendue de ce même triangle ; les forces, ainsi introduites^ 
se trouvant en équilibre deuiL à -deux i ne pourront rien changer 
à Tétai du système. . ..i- » r 

Mais alor^y chacune des pyramides résultait de la décomposition 
du polyè/dre , se trouyaot; sollicitée comme la pyramide uniqpe du 
cas précédent (7) , devra , pour cette raison , être elle-méuxe en 
équilibre ; le polyèdre formé de Tensemble de csts pyramides sera 
donc aussi en équilibre ; et cooséquemment il devait Tètre déjà 
antérieurement à Tintroduclion des nomvelles forces ; |e théorèma 
énoncé au. commencement de cet' artiele p se trouve donc ainsi rigou« 
reusemeot et complètement démontré. 

On peut déduire de ce théorème , entre autres conséquences ^ 
que si un polyèdre libre non . pesant se irowe plongé dans un 
fluide ilasiUjue indéfini^ sans pesanteur , ou que si un ^ase polyèdre 
libre non pesant et exactement fermé , placé dans le eide , se trouve 
rempli d'un fluide élastique sans pesanteur ; l'action du fluide sur 
la surface extérieure du polyèdre ou sur la sur/ace intérieure du 
rase ne pourra y faire naître aucune sorte de mouvement. 
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QUESTIONS RÉSOLUES. 

Développement de la théorie sur laquelle il a élê 
demandé des éclaircissemens à la page 291 du IX J^ 
wlume de ce recueil ; 

Par M. Berard , professeur de mathématiques » membre 
de plusieurs sociétés savantes.. 



Je rappelle Tdooncë du problème , parce que )'ai besoin de modi&cr 
un peu le procédé qui y est expliqué. 

Soit XssiO une équation numérique en jr , du degré m ; soit /^ 
la limite inférieure des racines positives de cette équation ; soit 
changé , dans X=o , s en jr+/« » ce qui donnera une transformée 

Soit A la limite inférieure des racines positives de cette dernière 
équation ; en y changeant x en jr+/, , ou bien en changeant , dans 
JSr=o, X en X"{'/.+ii i ce qui revient au même, et ce qui est 
préférable , comme on le verra tout-^-rheure / on obtiendra une 
nouvelle transformée X^=o. 

Soit /, la limite Inférieure des racines positives de celle-ct ; en 
changeant , dans J5C=o , x en ar+Z^j+A+'i î ^^ obtiendra une 
troisième transformée X^=o. 

En supposant que ce procédé ait été indéfiniment poursiàivi de 
la même manière » on propose , 

i.^ De démontrer que , si la proposée X=so a une ou plusieurs 
racines réelles positives ^ la série /0H"/|+ /*+.•... sera convergente, 
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et aura pour limite de la somme de $e$ termes la plas petite da^ 

ces racines? 

2.^ D'expliquer ce que devient cette même sërie , dans le cas 
où la proposée , n'ayant aucune racine réelle positive > offre néaiw 
moins une ou plusieurs variations? 

§. I. Première partie. 

Soit la proposée 

X=o=tf +ijr+r**+4/A^+«*+ +:^ 

en y changeant s tn jr-^-/*; et posant» pour abr^er» 

jit^a+il+ci*+ilP'¥'el^+ ....•../•.• +/• , 



C:=c^3dl+6el^+ +- ^î=ir-» 

à % 



I>=4/+4#/+- +1.mi.'!!:^f^-s 

s A 3 

s» I ■» m— I m^a m— 3 _ , 

I a & 4 '^ 



ce qui donne ^ comme Ton sait , 

" 3d/ * *"" 4d/ 



1?= iî C-iî D-**^ F-^ 



elle deviendra 
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£n meUant donc dans Us valeurs de A y JS, ^,« ; les nom- 
bres que représentent tf , 3 , r ,••••••; il devient très-^aisë de former 

les différentes transformées ; car il suffit d*y substituer succès*- 

sivement pour / , les valeurs /, , /q+A # ^•+A"+'^i >••• •' 

des sommes de limites obtenues au moyen des transformées qui 
qui précèdent celles qu'on se propose d'obtenir. 

La première recherche qui doit nous occuper ici est celle de la 
marche que suivent les coefficiens des transformées successives. 

Imagin/)ns que sur un axe indéfini OX, dont l'origine est en 
O , oq ait construit la courbe parabolique A^s^y , dont Tabscisse 
variable est /^ et qui sera évidemment la même que X:^y ; et 
qu'on ait placé les lettres A| , A^ > A, ,t • • • • • aux points où Taxe 
coupe les branches de la courbe ; ces lettres seront au nombre de 
771 , si , comme nous le supposons d*abord , toutes les racines de 
JJC=o sont réelles. 

Soit construite sur le même axe la courbe B^iy^ ; et soient 

placées les lettres B| » B^ > B, , B^n» , aux points où cette 

courbe est coupée par Ta^re. 

Soit construite semblablement , et toujoui^ sur le même axe ; 
la courbe C^y^ ; et soient placées les lettres G, , C^ , G, f-**^mmx9 
AUX poinu d'intersection de cette courbe avec Taxe* 

En poursuivant ainsi ^ jusqu'au dernier des cpeificiens A ^ B ^ 
C , ..... ; lequel donnera une simple ligne droite ; on remarquera 
facilement les diverses circonstances que voici , 

i.^ Les points B| ^ B, , B, ...... sont intermédiaires aux pointa 

Aa , As , A, ,..••. ; les points G. , G, i C, ^ ..•.. le sont aux pointa 
B| 9 Bs , B, ;....• ; et ainsi de suite. 

2.^ Les points B| , B^ , B, , sont les pieds de9 ordonnées 

maxima de la courbe A^y \ les points G| , G, , G, ,....» sont 
les pieds des ordonnées maxima de la courbe B=y^ ; et ainsi de suite. 

3.® Le coefficient A est maximum , quand if=o ; le coejficieilt 
B est maximum , quand Cszo ; et ainsi de suite. 

4*^ Les coeJSciens A ^ B ^ ^ , <»«#• croissent , décroissent et chan-« 
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gent de signes respectivement et en niôme temps que les ordonnées 

T y y* • y* ' •••*• ^^* diverses courbes paraboliques. 

5y^ Enfin , toutes ces remarques subsistent , quelle que soit la 
valeur de / ; puisque , dans la construction de ces courbes » / a 
été regardé comme l'abscisse. 

Maintenant, il faut faire attention qne , quand on cbange suc- 
cessivement , dans la proposée , s en ir+/^ , Jr+/o+/» % *+/o+A+/» »— ; 
on ne fait que déplacer Torigine des abscisses , en la transportant 
de O en O, , 0^,0,, Les ordonnées/, y^ ^ fx » corres- 
pondant aux origines successives ; 0| , O^ , indiquent donc ^ 

tout à la fois , la grandeur et le signe des coefHciens A f, B ^ C |..— 
des transformées. 

• Par là , il devient très*alsé de se rendre compte de la marcbe 
des coefficiens; on peut assigner^ pour chacun , le signe » raccrois- 
sèment ou le décroissement, pourun« position donnée deTorigine; 
ces considérations peuvent mèaie fournir une démonstration très- 
simple de la Règle de Descartes ; car il suffit pour cela de placer 
d'abord Torigine à gaucbe de toutes les branches , ce qui rend 
tous les signes alternatifs; puis de remarquer ^e, quand Torigine 
dépasse une branche., A change de signe ^ ce qui fait perdre une 
variation à Téquation. En continuant à faîçe mouvoir rprigîne da 
gaachfr k droite , on se convaincra qu U en est de même pour 
chaque racine positive qis'on fait perdre 4 Téqualion» 

La considération des mêmes courbes peut encore dcmonlrer faci-> 
liement la cause du grand nombre de combinaisons de signes que 
peut fournir une équatioD et expliquer U signification de chacune 
d'elles. Prenons un exemple simple ; celui de réquation du 3»™^ 
degré. 

L'axe OX portera les lettres OA,B,.C,A^CgB»A,X. La lettre 
Cl n*esl placée qu'en un seu4 point » pour une même équation ;, 
aaais^ comme elle peut se trouver à droite ou à> gauche du point 
A^% il a fallu l'écrire deux fois, pour comprendre tous les cas 
possibles, U en résulte 9 points qui .comprennent entre eux 8 espaces 
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QU rcfgîons dlITérânles. .Chacune de ces régions correspond à une 
conibinaison dliTërente de signes^ dont le nombre est ici i-f-S-f* 

Si l'on considère le nombre des variations , on voit que , quand 
l'origine est dans l'espace OA,, il y a trois variations dans réqua- 
tion ; que , quand elle est dans l'espace ÂjA^ , il y a deux varia- 
tions; qa*il y en a une seule , quand cette origine est dans l'es- 
pace AjA) ; qu'enfin il n'y en a aucune , quand elle est dans 
] espace A,X« 

/ Pour le 4™* degré , le nombre des combinaisons de signes est 
ï+4+6+4+ï = *6^2*. En général, il est 2'", C'est la somme 

m • 771 iii"""l - 7n 7W"— I m— a _ #*• • 

iH +^r-' — + S—+ des coeincLens du déve- 

1 taïaS 

loppement de (iH-^)*". 
' Oo sent, bien que les racines imaginaires changent la figure des 
courbes et la position de l'axe ; mais elles ne détruisent pas les 
conséquences que nous voulons en tirer. 

Les équations ji=o , i7=:o , C=^o , peuvent avoir des racines 

imaginaires, en sorte que quelques-unes des lettres A| , A^ , 

B, y B^ I Cl , C} , • manquent ; ce qui diminue le nombre 

des régions et par conséquent celui des combinaisons de signes 
qu'admet la proposée pajr la transforniation de l'origine. Par exemple , 
si , la proposée étant du 3.™^ degré , les sommets sont réels ; et si 
Taxe ne rencontre qu'une branche; au lieu de 7 combinaisons de 
signes , il n'y en aura plus que 5 seulement ; parce que les points 
An , A, manqueront. Si les sommets ne sont pas réels, il n'y aura 
plus que 3 combinaisons de signes-, parce que les lettres A^ » A, , 
B, , B, n'existeront plus. 

Après avoir trouvé la loi des coefiiciens A , ByC, ••.••• dans 
les transformées successives , il reste à chercher celle de la série 

.On voit que cette loi doit dépendre ; jusqu'à un certain poiat ^ 
Tom. X. 9 
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de la r&gle que l'on choisit pour déterminer la limite des s : pre- 
nons la plus simple. On sait que V étant le plus grand coefficient 

de signe contraire à celui du terme connu , on aura /s ; / 

sera donc toujours une fraction , comprise entre o et i ^ qui aug-- 
mentera ou diminuera d*une transformée k la suivante, selon que 
A aura augmente ou diminué lui-même dans un plus grand ou, 
dans un moindre rapport que V. En outre , quand il surviendra- 
un changement de signe dans Tëquation ^ V qui représentait ua^ 
coefficient, B par exemple , en représentera un autre, qui entrera 
k son tour comme élément dans l'expression de / ; circonstance, 
qui changera nécessairement la marche de la série /u i A t ^t » •••••• 

U serait minutieux et sans doute pénible de signaler et de classer 
toutes les anomalies qui peuvent avoir lieu ; il su/fit de remarquer . 
que c'est le coefficient A qui joue le principal rôle et qui déter- 
mine la série à être ascendante ou descendante. 

Le cas le plus simple est celui où Torigine est dans la région 
OÂj et où toutes les racines sont réelles. 

uand on a /= — — ; à cause de S= —r on a -- = ^— = ^^ — 
A^tS al B àA cy 

^souS'-iangenie^s jtK '^"V^Jî or , s diminue , ainsi que y , depuis * 

lé point O jusqu'au point Aj où ils sont nuls; donc aussi la série 
est décroissante entre ces deux points. C'est ce qu'on voit pour 
l'équation (jr— iX*— aX-^*^ — 3)=o. 

Quand l'origine est entre les points A, et B, , la série est d'abord 
croissante y puis elle décroU jusqu'au point A, , comme dans celte 
équation (^-|- 1 )(jr— 3) = o. 

I^orsque la proposée a des racines imaginaires , la série suit encore 
assez exectement les ^ccroissemevis et les dëcroissemens du coeffi* 
cient A-^-y. Ainsi , à mesure que l'origine s'approche de Tordonnée 
minima,A diminue d'abord , sans pouvoir néanmoins devenir aul; 
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puis il augmente sans changer de sîgtie. De même , h série dëcrolt 
pour crottre ensuite et décroître de nouveau, autant de fols qu'il 
y a d'ordonnées minima. L'équation ar^— 6;r*--|-ii*— 6,4=0 est 
dans ce cas ; la courLô est comme on la voit ici : 



* • • 



On trouvera /o=o,37 , /e=:o,oi6 , correspondant au sommet 
convexe » l^^^o^i^ ; /|, =o,3 , correspondant au sommet concave ou 
ordonnée maximum^ ^is==o^t2; etc. 

Cet, exemple offre une singularité : c'est que ]e majjcîmum de / 
arrive avant Tordonnée maximum , par reflet du chanj^emeiit de 

coefficient dans le dénominateur de ^ • . 

Au reste , il serait oiseux de s'^appesantir sur la lot des accroisv- 
seniens et décroissemens de la série ; car cette circonstance e^t tout* 
li»fait indifférente au succès de la mélhode. Peu importe U marche 
de cette série ; l'essentiel t$i de savoir qu'elle finit toujours par 
devenir décroissante , et par converger vers l'intersection la plus 
proche à droite , or , cela est de toute évidence ; car ce n*eifif 

que dans les points A,, A^ » qu'on a A^slq , et par con« 

séquent /=o. 

Mais y nous>a demandé un géomètre , ne pourralt-il pas se trouver 
\ gauche de l'intersection dont on cherche à déterminer l'abscisse ^ 
lin point que la série /g+/|+/a+-— ne pût jamais dépasser 5 ou , 
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en d'aufres termes , ne pourrait-il pas arriver , quelquefois da 
moins , que la somme des termes de cette série eût une limite 
inférieure d'une quantité finie à la plus petite des racines positives? 
Je réponds que non. Tant qu'il existe une variation dans la der- 
nière transformée , rien n'empêche d'en faire de nouvelles qui trans- 
portent l'origine ^ur la droite. Supposons , en effet , Texistence de 
ce point vraiment singulier; que A: soit sa distance à Torigine *, en 
mettant jp+k^l pour x dans Ja proposée , l'origine se trouvera 
transportée au-delà de ce point, et plus voisine que lui de Tinter- 
section qu'il s*agit d*assigner; mais toujours à sa gauche, si / est 
suffisamment petit ; Téquation ëura donc encore au moins une 
variation ; et rien ne s'opposera à ce qu'on fasse de nouvelles trans- 
formées; d'où nous nous croyons fondés 4 conclure que le point 
en question est tout-à-fait chimérique. 



§. IL Deuxième par die. 

Je réponds qu'après un certain nomhre de transformées , la der- 
nière n'aura plus de variations. En effet , les valeurs de / ne peuvent 
devenir nulles que lorsque A peut le devenir et A ne peut le devenir 
dans l'hypothèse où l'équation n'a aucune racine réelle positive , puisque 
Taxe ne rencontre aucune branche du côté des j? positifs. En appelant 
If la limite supérieure positive ; il arrivera un point où l'on aura 

Ai+A+^i+ ^L ou >Z } et alors la transformée n'aura plus 

que des permanences. 

On peut démontrer la même proposition , en observant que , dans 
l'hypothèse dont il s'agît , la proposée est de cette forme 

e> 11 est clair que la substitution de sfl^ , x+/o+/, ^ ..... pont x doit 
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Bnlr par rendre, tous les termes positifs ; parce que les termes dé 
la sërle , au lieu de décroître, comme à la rencontre d'une branche , 
croissent îcî et décroissent aUernativement , avec A ou y* Ainsi > la 
disparition des variations avertit bioniôt qu'il n*y a point de racine^ 
réelles positives à chercher. 

Après avoir dissipé les scrupules du géomètre auteur du pro- 
blème , je vais ajouter quelques remarques propres a éclairer et 
à simplifier Tusage de la méthode. 

Remarque L Quelques auteurs ( Legbndre , Supplément à la 
théorie des nombres ) disent qu'après avoir trouvé une racine ap- 
prochée «9 il faut diviser la proposée par jr— « « et chercher les 
racines du quotient. Ce procédé est très-vicieui^ ; parce qu'en ne'gli- 
geant le reste de la division ^ on altère le quotient qui n'est plus 
exact. Son défaut d'exactitude peut changer des racines imaginaires 
en racines réelles , égales 011 inégales et PÛe çersd ; . et l'on sent 
que cela arrivera sur-tout quand l'axe de la courbe X^y passerai 
fort près d'un sommet. Soit par exemple l'équation 

^^—3ir— 3,0000001=0 ; 

on trouvera de suite que a en e^t une racine très-approchée .; car^ 
en la mettant pour jr , l'équation devient —0,0000001=0; or, si 
.l'on divise la proposée par a — 2 , en négligeant le reste , on trouve 
.pour quotien| ;r*+ajr+-i =(jr-|-i;*=o; d'où on serait conduit it conclure 
que « outre la racine déjà trouvée » l'équation a deux autres racinçs 
réelles y égales à —1 ; tandis que ses deux autres racines sont ima«- 
ginaires , comme il est aisé de le vérifier. 

Si la proposée était 4r^—jr— 1,9999999=0 , en prenant J?=a 
pour valeur approchée de l'une dçs racines, ce qui réduit le premier 
membre à +0,0000001 , et opérant comme ci-dessos ; on trouverait 
encore les deux autres racines égales à — i ; tandis que les trois 
racines de cette équation sont inégales. 

Il serait aisé de former d'autres équations plus élevées où le 
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même procède conduirait aux mêmes erreurs, en s'arrétant , pour 

la première racine , à un degré donné d*approximation 

Notre méthode n'est pas sujette à ces inconveniens ; parce cpi'après 
avoir trouvé une première racine^ c'est sur la proposée elle-même 
qu'on opère pour déterminer les autres » en y exécutant seulement 
un changement d'origine qui n*en altère aucunement les coeAiciens. 

Remarque IL Dans la pratique , il est beaucoup plus avantageux 
de mettre de suite x\l^\li'\rl %{'•—• pour x dans ^=0, que de 
mettre successivement s+l^ pour s dans X=so pour avoir A'i^o, 
s-f/, pour s dans X,=o pour avoir X^^o^ et ainsi de suite, 
quoique dViUeurs la chose soit Indifférente en théorie. En effet, 
dans le dernier pfTocédéi les lettres a^ b^ ^,...«« changent et ac- 
quièrent un nombre de chiffres décimaux toujours croissant ; ce qui 
finit par rendre les calculs impraticables* El , si , pour parer à cet 
inconvénient ^ on prend le parti de négliger des décimales , oh 
retombe dans l'inconvénient beaucoup plus grave d'altérer les trans- 
formées , et , par suite , de dénaturer les racines , comme on l'a 
vu dans la remarque précédente. 

Remarque JII. Quiand on a trouvé la plus petite racine positive 
avec le degré d*exactllude dont on a besoin ; pour découvrir la 
seconde racine positive , s'il y en a , il faut mettre dans la pro- 
posée Xs^o p s+h pour Sp h étant un nombre un peu plus grand 
que la racine trouvée, et tel que la transformée qui en résulte are 
une variation de moins que la dernière transformée. Un ou deux 
tâtonnemens suffisent pour trouver un pareil nombre ^ ; et on est 
alors assuré de n'avoir dépassé quHine branche de la courbe , et 
l'on forme de nouvelles transformées qui procurent une seconde 
série /t+A +/»-{-'••'• » *^ moyen de laquelle la seconde racine se 

trouve exprimée par A+/o4-/,4-/a+- On procède de même & 

la recherche des autres racines ; mais il faut remarquer pourtant 
que tout oeci suppose qu*on a préalablement délivré Téquation de 
toutes les racines égales qu'elle peut contenir ; ce qu'au surplûa 
i>n peut toujours faire. 
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Pour avoir les racmes négatives , on change -l-j: en — ;r dans la pro- 
posée et ofi détermine les racines positives de la nouvelle équation , les- 
quelles,, prises avec le signe «— , sont les racines négatives de U. proposée. 
^ Ainsi, Toilà un procédé régulier uniforme et simple ^ q^i n'exige 
qu*un nombre m^i de tâtonnemcns , au plus , pour déterminer, d'une 
manière sure , toutes les racines réelles d'une équation quelconque* 

Simpiifiç<^tion de la méthode. £a réfléchissant sur la précédente 
Tnéthod^ y on recopnait bientôt qu'on peut diminuer considérable*- 
nient le. nombre des transformées, ca prenant pour /un nombre 
plus grand que celui qui est fourni par la règle imparfaite des 
limitas. On ayaneera ainsi , à grands pas , le long de Taxe \ 
et la diminution progressive du terme A avertira toujours qa*on 
est près d'une branche ; que s'il i^rive qu*on l'ait dtépî)s«ée , la n(cin6 
cherchée. se trouvera par-lâ méoae renfermée entre deux limites qu'il 
sera ensuite très-facile de resserrer , en prenant pour / la frac^n 

.— — , fournie par la dernière transformée. Ceci suppose ^ au surplus, 

qu'on n'a diépassé qu'une branche , ce que l'on reconnaîtra par la 
dernière transformée qui ne doit avoir perdu qu'une variation. S'il 
arrivait qu'elle en eût perdu plus d'une , on reviendrait sur ^ià% 
p^s , en prenant pour / un nombre plus petit* 

Ce procédé a quelque ressemblance avec ' la niéthode ordinaire 
des substitutions , et avec celle de Vewton \ n^ais U n'en a 
pas les inconvéniens. En effet , on sait que deux substituions qui 
donnent pour X des résultats d^ signes coutr^irés peuvent inter* 
capter un nombre impair de racines réelles ou imaginaires ; or , 
par la méthode vulgaire des substitutions , on ne peut, point dis- 
cerner le uomhre des racines interceptées , tandis que , par la nôtre, la 
diminution de ^ , et les variations perdues, font toujours çpnnaMre ie 
nombre des branches dépassées par la IransUlioa de l'origine des 
abscisves : c'est un ianal qui est là pour éclairer tous les écueils. 

!La circonstance de deux variations perdues mérite un examen 
particulier -"^elle a lieu dans trois cas, savoir : i.^ quaud l'origine 
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a dépasse deux branches ; 2.^ quand elle a dépasse une ordonnée 
minima\ 3.® qaand elle a dépassé deux racines égalée. Le troîêième. 
cas peut être évité , puisqu'on sait délivrer "une équatioâ de 9^% 
racines égales. Dans ce cas ^ A ci B , qui ont un diviseur commun p 
tendent à s'anéantir ensemble , sans y parvenir. Au-delà de ce point/' 
A Conserve son signe et A en change. 

Le premier cas se distingue du second en ce que , dans le 
premier , le terme A peut s'approcher de zéro autant quW le 
veut , ce qui n*a pas lieu dans ie second. Au reste « pour é^ter* 
tout embarras , on regardera comme non avenue la dernière trattë- 
formée , qui aura perdu deux variations ; on en formera une nou* 
velle d'après la méthode générale ; c'est-à-dire , en prenant pour 
/ le nombre qui a servi à former la transformée J(„.,=so ( X^^b 
étant celle qu'on abandonne ) ; et , en ajoutant à ce nombre la limite 
inférieure de A'r.iSO. Alors > si la nouvelle transformée Xi=:o perd * 
encore deux variations , on sera assuré que les deux racines douteuses 
aont imaginaires , et Ton poursuivra l'opération sans s'en Inquiéter* 

Les bornes de ce mémoire ne me permettent pas de faire le 
parallèle d(y diverses méthodes imaginées jusqu'à ce jour ; on 
verrait que celle tirée de l'équation aux quarrés des difTérences de 
rillustre Lagrange est impraticable dans les degrés un peu élevés y 
et qu'elle peut exiger des milliers de substitutions dans certains 
cas. Au surplus , ceux qui désireront] de^ plus amples déralls sur 
ce sujet pourront consulter mon ouvrage intitulé : Méthodes nou^ 
pelles pour déterminer les racines des équations (*). 



(^} Nous aurion$ beaucoup de réflexions à faire sur tout le contenu de Partide 
qu*oa vient de lire ; et nous aviens même préparé » dans ceuevae» un grand 
nombre de notes ; maïs , l'auteur ne nous ayant antortsé à le rendre publie 
que sous la condition expresse que nous nous abstiendrions de toutes remarques 
criiiqoes , nous nous trouvons contrainu de prier nos lecteurs de vouloir bien ici 
suppléer k notre silence. Nous crojons louteioîs devoir déclarer , pour l'acquit de 
notre conscience mathématique» que nous sonunes foin de regarder conune suffisam- 
ment résolue ^ par ce qui précède , la question qui avait été pi oposee. J. 2>. G. 
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GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE. 

Solution des problèmes de mathématiques proposés au 
concours gênerai des collèges royaux de Paris , 
en 1819 ; 

Par M. Framgœur » professeur à la faculté de» science! 

de Paris. 



T * 

XjES problèmes qu'on a proposes cette anode au concours général 
des collèges royaux de la Capitale m'ont semblé susceptibles de 
lolutîons élégantes. Celui de mathématiques élémentaires , en par* 
lîcuUer, m^ayant'paru faiblement résolu par. les concurrens ; ce qui 
tient sam doute à la difficulté du sujet ; j'ai pensé que les géomètres 
pourraient ne pas yoir sans quelque intérêt les recherchev auxquelles 
)e me suis livré: sur ces.divers problèmes } et c'est ce qui me déter- 
mine i les consigner, ici» . 

Mathématiques élémentaires. 

Problème unique. Par un point donné dans vn angle , et 
également distant de ses deux côtés , mener une droite , terminée 
à ces mêmes côtés ,* de telle sorte ijue le point donné la^ divise en 
deux segmens dont la somme des quarrés soit équivalente à un 
^ûarré donné? 

Tom. Jf , ».• ///, !.•' septembre 1819. xq 
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74 PROBLÈMES DU CONCOURS 

Solution. Soient DAE l'angle donné ( fig. i ) « et O le point donné, 
également distant des côtés AD, AE ;. soit DE ia droite cherdiée, 
et soit b le côté du quarré auquel la somme des quarrés des seg* 
mens OD , OE doit être équivalente. 

Scient menées OB , OC respectivement parallèles à AE, AD ; la 
figure BC sera un lozange donné , dont nous représenterons le côté 
par a. Soient, en outre , Ang»DÂE=« , BP=:jr , CE=y*« 

Le triangle OBD donne OD*=ix*+jr^— 2^arCos.« ; 

Le triangle OCE donne ÔE*=tf*+/*— afl[yCos.* ; 
on a donc rpar la condiUon du problème • ... ! 

dr'+y»— 3a(a:+jr)Cos.«+2tf»=i» . (i) 

Les triangles semblables DBO , OCE donnent d'ailleurs 
DB OC . t ^- « « 

BÏ3 = cÊ' <=«»»-^-*ï''« ' 7=7' 

OU encore 

xy^a^ . (2) 

Voilà donc deux équations pour détenabier s et y ; et conséquetu* 
ment le problème .pourrait , en toute rigueur , éire réputé résolu. 

En mettant pour 0* , dans la première équation , sa valeur sf ' 
donnée par la seconde, elle prend cette nouvelle forme 

(*+/)*— ^(^+'7/Cos.«—3*=o î , (3) 

'. ' ' • ' \ 

d'où on tire . ' 

'\ . ^ 

^+/=^Cos.*HtH/^*+fl*Co3.»« • 
On connaît donc présentement la somme et le produit des deux inconnues , 



. T 

I - 
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s i y \ ces deux inconDues sont donc racines d'une môme équation 
du second degré , et , puisque jr+y a déjà deux valeurs , le pro- 
bfènrie a quatre solutions. On volt , au surplus , qu'à cause de la 
symétrie de la tigure , ces quatre solutions se réduisent réellement 
-à deux. 

Soit abaissée du point B la perpendiculaire BI sur AC ^ et dë« 
sigoon,* AI par é\ nous aurons 

rp=AI=:âCos.« ; 
d'où 

Prolongeons IB jusqu'en G ^ au-delà de B , de manière qu'on ait 
IG=^ ; en menant AG , et en représentant par ^ la longueur de 
cette droite , nous aurons 

J=sAG=v/ïhP î 

ce qui donnera 

équation fort simple , qu'il faudra combiner avec (2) , pour avolç 
s , y. 

L'élimination de y entre ces deux équations donnera , comme 
l'on sali , 

d'où 

et Ton aurait semblablement 

y-z[c±J)Tv^Jiic±dy 



SI Fon porte AG sur AE, de part et d'autre du point A, en H 
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76 PROBLÈMES DU CONCOURS 

et W , on aura IH=i/--r, lH^=::J+r« Les moitiés de ces deux 
dislances étant prises pour hypothénuses de deux triangles ayant 
un des côtés de Tangle droit é^al à a , l'autre côté de l'angle droit 
de ce triangle sera la valeur de notre radical ; et le reste de U 
construction ne souffrira plus aucune difficulté. 

A cause que s ^ y entrent sjrmëtri(|uement dans les équations du 
problème , on peut ne prendre que le signe supérieur du radical 
dans les valeurs de ;r , )r ; on obtiendra ainsi deux solutions da 
problème desquelles on déduira facilement les deux autres en ob- 
servant que les quatre droites qui le résolvent doivent être , deux 
à deux , symétriquement situées par rapport à la droite AO. 

A cause de d>Cy on voit que , lorsque les quatre valeurs de 
X , y seront rccllos et inégales , il y en a toujours deux positives 
et deux négatives-, ces dernières devant être portées en sens inverse 
des premières , il s'ensuit qu*il y a alors deux solutions dans Tangle 
Dâ£ « tandis que les deux autres sont dans ^e% deux supplémens. 
La figure a représente Tensemble de ces quatre solutions* Les 
quatre droites cherchées sont DE, D'E^, de^d'e' ^ tellement situées 
que Ton a AD^=:AE, Ad^=i\e; et l'on a en outre 

OD'+ofi'=ïïD?'+ôE''=o5*+5;*~ô3^*+o7==3* . 

Tant que a sera plus petit que ^V— r), il sera , \ plus forte 
raison , plus petit que \{d+c) , et le problème admettra qualr# 
solutions distinctes. Si Ton a a-\{d^c), ou 

a^= v/^*-f0»Cos»*« — aCos.m , 

ou , en chassant le radical ^ 

*»=4a*(i +Cos,0=8a*Cos » \ •= 2Ao" , 
ou enfin 

i=AOv/î , 
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les deux droites Od^ Od' se confondront dans la seule droite OA^ 
et le problème n*aura plus que trois solutions. Il n*en aura que 
deux seulement , lesquelles tomberont toutes deux dans l'angle 
BAC » lorsque a sera compris entre 7 {d-^c) . et \ [d+c). Ces deux 
solutions se réduiront en une seule lorsqu'on aura a^^^id'^-c) » ou 



2tf=V^*«+a«Co»,«4-^Cos.« , 
ou I en chassant le radical , 

3»=4tf*(i— C#s.«)=8tf"Sîn.* 7 • î 

et les deux droites DE 9 D^^se confondront alors dans une seule 
perpendiculaire menée, k, AO par le point C Enfin , si J'on a 
oy x^d+c) , Us quatre yalebrs de jr , .jr. seront imaginaires « et le 
problème ne pourra plus être résolu; < 

Dans le cas où Tangie donné « est droit , le Icaange ABOC de- 
vient un quarré ( fig. 3 ) ; oa a Cos.«=o , r=0; dvs^b ,- et partant 



les quatre racines sont a la fois réelles ou \ la fois imaginaires; 
suivant qu'on a b>2a ou 3<âa; et , dans le premier cas, deux 
sont positives et les deux autres négatives. Rien d'ailleurs n'est plus 
facile alors que de construire le problème. 

Si y en eflet, du centre O, et d'un rayon égal \ \b on décrit, 
un arc , coupant AB en L et AC en L^ y et qu'ensuite des.)points 
L j L^ et avec les rayons respectifs . LO , L^O on décrive des demi- 
cercles terminés, le premier sur AB ea "Q^ ^ d' ^ et le second sur 
AC en El^ ; en menant par ces points et par le point O les droites 
DE, iy%( ^ de y def y ces quatre droites résoii^drofat le problème. 

Au lieu d'éliininer y , entre les équations 
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on peut en déduire les valeurs de s , y » P^^ riiûersection des lieux 

géométriques dé la manière suivante : 

Si Ton prend Tangle donné pour angle dés coordonnées positives , 
la première de ces deux équations sera celle d'une hyperbole passant 
par le point Ô/et ayant pour asymptotes les deux côtés de cet 
angle ; hyperbole qui se trouve ainsi tout-à-fait^ déterminée. Quant 
^ l'autre, c'est celle d'une droite déterminant sur les axes, à partir 
de l'origine , des segmens égaux entre eux e^ ^çf'd* En répétant dono- 
(fig. 4) 1^ même construction que dans la ligure i.'^ , et portant d'une 
part IH^ sur AG , vers C^ de A en Q^ et de l'autre IH sur la 
même droite , en sens inverse , de A en ^^ ; si des points Q , ç^ 
on abaisse sur AO les perpendiculaires QQ^ » ^ç^ , eoupant cette 
dtx>ite en R, r/Ies abscisses des intersections de ce^ droites avec 
l'hyperbole seront >le8 quatve , valeurs de s. Ainsi , par exemple , 
dans le cas de la figure, le problème n'adm^aira que deux solu- 
tions , parce que ç^^ ne; rencontre pas la courbe. 

Mais on peqt, dans cette construction, remplacer rbvperboie par 
le cercle* Si, en effet, du quarré de l'équation S'^-jr^'c^d on re- 
tranche le produit de l'équialîon^irjirsrfl^ par 2(1 — Co5.») = 4Sin."f«, 
il viendra 

• i ' « 

jr»+y»+2JPjCûS.#=.(^iJj*— 4tf^SinS- y 

équation d'un cercle rappok'té aux deux côtés de Kangle donné 
comme axes, ayant soii centre à rbrigine , et son rayon ^* donné 
par la fornnule 



Ayant dnne construit, comme ci-dessus, les deux drofites 0Q^i ^^^ 
(fig. 5), nous aurons, comme alors AQ=r+^,Ay'==:<:—tf.5r, déplus, 
nous menons la diagonale BG du lozange , nous aurons BCs^tfSin.f»; 
les deux jraleurs de Ji deviendront donc 
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^ 'ii'O''. >- -i 'J«î >'' ''^ '> « •• •■•/ •: ' '• ' ■ * ' * • '• 

Soft donc k le'éenire du lozaiige. En prok)ngeant AB> au-delJi dd 
K^ d'une quantité B/=:BA: ; du point /comme centre et de deux 
rayons respectivement ég^iux ^ AQ , kq' \ on d (écrira deux arcs 
«oopani AO:en g,y g^^ 'puis ddi centre A , et avec les riaybns kg ^ 
ig{ y on décrira deux ceUeiea^ doot les intersections VesjpectiVes arec 
QQ^ > 99^ auront pour abscisses les Valeurs cherchées de x. On 
voit donc qu*ici , comme dans la figure ' précédente ^ le problème 
n'admettra que deux^ solutions. 
.' ^ '■ ' 

Mathémqtiqufs spéciales. 

PROBLÈME 1. Une droite se meut sur le plan d'un angle ^ 
donné ^dont les c&tè^ ont une longueur indéfinie 4 d^ manière à ' 
former avec ces càté^s ^un triariglç dont taire soit constant^ et ^ 
donnée; à quelle ^ourhe appartient lecentre ,4,^ sgravité de Taire 
de 'ce triangle , point déterminé par la condition que fes droites 
qui le joignent aux trois sommets ihi triangle partagent ce triangle 
eh trois parties équivalentes t ... i • v ' *. 

Solution. Soit Tangle donpé ,PAC:=:« (fi^, 6); soit. BC tune 
des Dositjons 4^ la,.,,çlrp|tç i^qbUf;,,;, poit 9/7* J'aire conslfiita di^u 
triangle variable BAC ; ei^ soit eii£[â, G la poMtion, du centre, de.. 
gravité qui répond à celle de BG. , . • 

Soient menées GA , GB , GC \ on devra avoir , par Ténoncé 
A(:>B=BGC=CGaWjBAC=3^*. .Soit djviçé.AG ein trois parties . 
égales en K y L ; soieut menés Gk ^ GL ^ BK , et soit prolongée 
BG' jusqu'à la rencontre de AC en O. 

Les triangles AKB , ÂGB sont équivalens , comme étant l'qn et 
Tautrè le tiers de ÈÀC ; d'où il suit que KG est parallèle à AB ; 
gL est donc semb)ablen\ent parallèle à BC. Les . triangles , ABC^ 

^»-'(*d 
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KGL sont donc semblables ; et , puisque KL est le tiers ie AC ; 
GK et GL doivent être respectivement )er tiers dé BA et BC ; donc 
aussi OK y OL sont les tiers respectifs de OA , OC , oti les moitiés 
de RA , LC ; donc le point O est ie milieu de AC j ée qui dé^ 
montre une propriété connue du centre de gravité, d'après I« 
définition admise dans Ténoncé du problème. 

Soient pris les deux côtés de l'angle donné pour les axes dea 
coordoAnées; e^t en conséquence ^ soient faits AK=::;r« GK=:^;. 
on aura ACssSjt , AB:=3/. Mais Taire BACs= f AB.AG.Sm.» ; on 
aura donc , en substituant ^ 

{sYSin.mz=ia^ , ou «y= ^: — =Jlf* • 

La courbe cbercbée est donc one hyperbole dont les asymptotes sont 
les côtés de Tangle donnée et dont la puissance ^est Af*, constante 
connue. 

Pour construire cette courbe; on prendra AE=ilf ( fig. 7 ) ; on 
formera lé lozange A£SD » dont le sommet S sera le sommet de 
rhyi erbole , ayant pour asymptotes )es cdtés AD , A£ de Tangte 
donné. La courbe sera donc complètement déterminée. Elle aura 
d^ailleurs , paor les longueurs de ses demi-diamètres principaux , 
Il's diagonales AS et DE du losange dont il vient d*étre question. 

Dans le siens stricl de réhoàcé du ' problènM , l'autre brancha, 
dliyperbofé', coniprise dans ropposé au sommet de Tangîe DAE, 
est inutile à sa solution ; tnats dè^tté branche, ainsi que les hyper- 
boles conjuguées k la première que l'on construirait dans les deux 
aupplémcns de Tangte DAE , devraient entrer en considération , 
dans le cas où Ton donnerait au probtème cet énoncé général : 

Déiix droites fixés Jtune longueur indéfinie se coupant sur un 
plan sous un angle donné , et une autre droite ^ au^si indéfinie^ 
étant mue sur ce plan , de manière à former ^ ^pec les deux pre* 
mières , un triangle dont Paire soit donnée et constante \ quel 
est le lieu du centre de gravité de Faire dé ce triangle f 

Sooa 
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Souf cAl énonce général , la courlM^ , fbranëe de quatre branches 
bjpevboli^ues » a\irait jfpur éqqatÎQn 

PROBLÈME II. Un angle trièdre fixe étant donné dans Tes-^ 
pace ; on suppose fu^un plan indéfini se meut de manière à former 
avec les trois faces de cet angle trièdre , un tétraèdre dont le 
i^olume soit constant et donné ; et on demande quel sera le lieu du 
centre de gravité du volume de ce tétraèdre \ point déterrpiné par 
cette condition que les quatre tétraèdres qui ^ y ayant leurs soni'- 
mets , auront pour hases les quatre faces du tétraèdre dont il 
pient d'être question , depront être équivalens ? 

Solution. Soient SAB , BAC ^ CAS ( fig.. 8 ) les trois faces de 
Tangle trièdre doitné , dont le sommet est en A \ soit BSC Tane 
des positions du plan mobile ; s it G le centre de gravité qui lui 
répond ; et soit enfin 64^' le volume constant du tétraèdre SABC» 

Soit menée SG prolongée jusqu'à la renco9tre du plan BAC 
en G 'y soit menée AO ; et , par le point G , soit menée , paral- 
lèlement à Tarète SA , une droite se terminant à AO en D. Soit 
eneore menée BD , prolongée jusqu'à ta rencontre de AC en R ; 
soient > en outre, menées DQ , DP, respectivement parallèles à 
AB , AC t et se terminant à ces droites en Q , P. Menons enfia 
DC. ^ 

A eanse de GD parallèle à AS , et conséquemment au plan de 
la faee G AS , les deux tétraèdres qui , ayant cette face pour, 
base commune auront leurs sommets en G et D , devront être 
équivaicns ; mais , puisque le premier doit être le quart du tétraèdr^ 
t^^l SABC , le dernier doit Têtre aussi ; done ADC est le quart 
de ABC 5 donc DR est le quart de BR , et conséquemment PA le 
quart de>BA. On prouverait scmblab(ement que QA est le quart 
de Qh.\ d'où il serait facile de déduire que O est le centre de 
gravité de Taire du triangle BAC ^ que GO est le quart d^ SO ^ 
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et d'obtenir ainsi toutes les propriétés connues du centre degra^ 
Tité du Yolume du tétraèdre , en partant de la définition comprise 
dans renoncé du problème* 

Soient prises les trois droites AB » AC , AS pour axes des coor* 
données. Soient faits AP= s , PD^y, DG = z^ nous aurons 

AB=i4s , AG=:4y' , AS=4« 

soient , en outre » i l'angle que fait AS avec sa projection ortbo* 
gonale sor la base BAC , et soit l'angle CAB = f ; la hauteur du 
tétraèdre total SABG sera évidemment SASin.1 } Taire de sa base 
étant d*ailleun fAEAGSin^f ; son volume sera 

SABC s7AB.AG.AS^in.fSin.i ^ 

en substituant donc , nous aurons pour Téquation de la surface 
cherchée, lieu de tous les points G» 

surface du trobième ordre. 

Pour en étudier la forme » nous remarquerons que , si Ton faif 
s^s^a p on a sy^Cons/., équation d*une hyperbole entre ses asymp- 
totes; et Ton pourrait faire la même remarque peur jr et y. Ainsi 
cette surface est telle que toutes ses sections parallèles à Tun quel*, 
conque des plans coordonnés sont des hyperboles ayant pour asymp- 
totes les intersections des deux autres plans coordonnés par le même 
plan ; et il n'en faut pas d'avantage pour^apercevoir que la nappe 
de cette surface , comprise dans l'angle trièdre proposé , s'étend à 
l'infini et a pour plans asymptotiques les faces même de cet angle 
trièdre par lesquelles elle est d'ailleurs circonscrite. 

Cette nappe seule résout le problème , dans le sens strict de sç^ 
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'inancé ; mais si / aq lieu d'un an|;Ie trièdre' ^ on considère trois 
plans indéfinis passant par. un même point , et formant & angles 
tiîèdres autour de ce point: , lé problème pourra être indistincte- 
2i)^i|t. rëiiolu pftr toutes les nappes de cette surface, lesquelles sont 
au noitibre de quatre ^ et tellement disposées entre elles, que deux 
ne se^ trooTent jamais situées dan» deux angles opposés aux som* 
mets. Les angles où ellea se trouyent sont , r.^ l'angle des ^ i y 
z positifs ; :è.* les trois angles pour lesquels une seule des trois 
coordonnées s y y ^ z est positive. 

On peut donner à Téqùation de cette surface une forme symé- 
trique ^ en y introduisant les angles « » iS que forme Tarète SA 
arec les arêtes A6 ^ AG ; il suffit pour cela de remarquer que, 
suivant les notes de la Géomitrie de M. Legemdre , on a 

Sin.iKn.fsa/sS;:î5^:^^ \ 

* 

et dlntroduire cette valeur dans Téqualion ci«dessus^ 



Autres solutions des mêmes problèmes ; 
Par M. Gergonne. 






jrROBLÈME I. Pur un point donné dans un angle donnée et 
également distant de ses deux côtés , mener une droite terminée 
aux deux côtés de F angle y de telle sorte çuê ce point la dipîss 
en deux segmens dont la somme des quarrés soit équivalente à une 
surface donnée ? 

Solution. On voit d^abord que ai la droite cherchée nVst point 
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perpendiculaire à celle qui joint Je. point âonnë an sommet de* 
Tangle donné , il pourra y avoir deux solutions dû problème, 
dans cet angle même. De plus , si la surface donnée est plus ' 
grande que le quarré construit sur la droite qui joint le' peint ' 
donné au sommet de Tangle donné , il y a«ra encore une sbiutîoit*' 
dans chacun des deux supplémens de l'angle donné. Ainsi , le 
problème pet»t à^oir quatre solutions , et pas davantage. 

. Mais , comme , et» menant une dipife indéfmte par le point donné ' 
et par le sommet de Tangle donné , tout se trouve symétrique par 
rapport h cette droite ; il est facile ée prévoir que , bien que du 
4'* degré , ce preUème ne doit présenter réellement que la difficulté 
dg secoad. 

Soient XOY ( fig^ g ) Tangle donné ; P le poiift donné , également 
distant de ses deux côtés ; AB une droite menée par P qui résout 
le proj^Ième ; el ^ le cdté d'un quarri C4^nstant auquel doit être 
équivalente la somme pX'-i"PB* des quarrés des deux segmens 
PA , PB. 

Soit pris Tangle XOY pour angle des coordonnées positives ; re« 
présentons cet angle par y-\ soieni le» de«x- c oo r do nnées du point 
P égales k a \ Téquation de la droite AB sera de la forme 

Y^a^M{a—a) ; (i) 

• 
M étant un coefficient inconnu qu^il s'agit de déterminer confor- 
mément à la condition du problème,. 

Si , dans cette équation , on fait successivement y eï s égaux 
& séro , les valeurs qui en résulteront pour ^ et y* seront celles 
des segmens OA , OB ^ on trouvera ain:» 

OA=r- =fl , OB=+0— W)« -, 
en: améfiience I et diaprés* bi formule, qvfimme' lé qtiamf de la- 
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DES COLLÈGES ROYAUX DE PARIS. 85 
distance entre deux points, dan» le cas des coordonnées obliques , 
on trouvera facilement 

PÂ*= -^(i+2MCos.y+^0 . T5*=tf*(i4-aJfCos.yfAf); 
puis donc <]u*QO doit aroir 

Tëqualion qui. devra déterminer M sera 

«• (^,+t) (t+2ilfCos.H-ilf)=*% 
on bien 

Cette équation développée devient 

^•ifcf*faû»j|fîO)3.y4^2^*— *«)ilf»+2fl»JlfCos^tf«=o ; 

équation coonplète du quatrième degré ; mats qui , ëtaof réeiprOqoe 9 . 
ne comporte que la difficulté du second. Rien ne serait plus facile 
d*ailleurs que de se rendre raison de cette circonstance. 

En divisant donc tous les termes de cette équation par If* , 
elle prendra cette forme 

et ensuite celle - ci 

Posant dôoe JIf+~rs^| nous aurons 
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d'où • 

a 

En formant le lozange ODPE , abaissant la perpendicul^re EC 
sur OD , prolongeant CE Yers.E, jusqu'en F, de manière que 
CFs^; faisant OC=:r, ÛF=^, on aura 

r=saCos.y , rf=V^Î»+^Icôn»y t 

et consëqaemment 

dëcrirant donc du point O comme centre , et avec OF poor rayon p 
le demi-cercle GFG^» nous aurons 

CG=i/— r , CG^=^+^ ^• 

de sorte que les deux valeurs de z seront 

CG CG^ 

iiMUr^uatioDilf+ "^j^^f T^i revient k 

Jlf*— zlf+i=:o', 
donne 

substituant donc suecessnrement ce& deux Taleurs ^ nous auf tus 
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* 
et de li, k cause de OBs(i«-*Jlf>i 

OB=:-(iCG-iï)itv/IcG^» , 

longueurs faciles à construire ^ et dont la dëlennination résout I9 
problèfnç. 

PROBLÈME 11. quel est le lieu des centres de grantè des 
mres de tous les triangles qui ont une aire constante et un angle 
constant donnés ? 

Solution. Soît pris l'angle constant donne , que nous désignerons 
par y pour angle des coordonnées positlyes ; soient X^ Y \t% deux 
edtës qui le comprennent , et soit T Taire constante dont il s'agh ;, 
nous aurons y par un théorème connu , 

Mais, sî nous désignons par « » y les coordonnées du centre de 
gravité y nous aurons , par une propriété connue de ce centre j, 

«substituant donc^ Téquation du lieu cherché sera 

9JjrSin.ysra7' \ 

équation d'une hyperbole facile à construire , et dont les axes des 
coordonnées sont les asymptotes. 

PROBLÈME IIL Quel est le lieu des centres de granité des 
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88 PROBL.* pu ÇONC.^« des COLLÈGES ROYAUX de PARIS. 
9olumes de tous les tétraèdres qui ont un volume constant et un 
angle trièdre constant donnés ? 

Solution. Soîl pris Tangle irîèdrc constant donné pour angle des * * 
coordonnées positives; désignons par • , /i, y ses trois angles plans « 
et soient X^ Y ^ Z les longueurs des arêtes respectivement opposées; 
^oit enfin T le volume constant dont il s'agît ; nous aurons , par 
un théorème connu , 

XYZ/ i-<:os.>*-^CQ3.>il— CM.*y«haGo$.«Cos./sCoê.y = ^^ # 

Mats » si nous désignons par s^ y , z les coordonnées du centre de 
gravité, nous aurons , par une propriété connue de ce centre , 

X=4^ . Y=/;y , Z=4r ; 

Substituant donc y Téquation .du Heu cherché ser^ 

S4sy£\/ i-4:ot.««-*Cos.*/k.Cos.>y4-âCos.«Cos.^of.r =6T ; 

équation d*une surface du troisième ordre , ayant les plans coor^ 
domiés pour plans asymptotiques {*). 



O Nom nem sbosotif peut-être ; maî» fes pnol>l^e proposé uux élèves âm 
BUlhëmatiques élémentaires nous parait ^ à lui teol , plaa difficile et plos sus*, 
ceptible de développemens et de détails, que ne le sont eascmble les deux 
qui ont été proposes aux élèves de malhëmatiques spécialetl II se peut , au 
surplus y que les géomètres qui en ont fait le choix , aient aperçu quelque' 
nanière simple de le résoudre » qui aura également échappé k M. Franço^us 
«t à nous» 



GÉOMÉTEIE 
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.TANGENTES MOX COUBBÊS A DOtJBLE COURBURE. Ôg 



: GEOMETRIE DESCRIPTIVE. 

Cofisiruction de la tangente à une courbe à double 

courbure f 



Far un Abonne; 



Au Rédacteur des Annales^ 
Monsieur ,. 

JL/ANS le traité de Géoméine deurîjitwe , récemment publîe par* 
M. Vallée , Tauteur donne , d'après M. Hachette , la solution du) 
problème dont voicr Ténoncë : 

PROBLÈME. Une ligne courbe guelcontfue y à double courlure r 
soumise ou non à la loi de continuité , étant donnée , a^ee un de ses^ 
points '^ mener j par ce point '^ une tangente à cette courbe? 

;Poiir parvenir à son but , Tauteùr , d'après M. Hachette a^ 
recours à des surfaces gauches dont la courbe dont il s'agit est 
l'intersection ; ce qui conduit à une solution si compliquée qu'elle* 
me parait pouvoir passer pour impraticable. M. Vallée luf-- même* 
semble en porter le même jugement , puisqu'il dit ( pag. 268 ) 
que le procédé qu^il vient de développer est d'un emploi pénible y 
et que c'est seulement sous le rapport de la géométrie descriptive* 
que M. Hachette a rendu un grand service k la science. 

Xai essayé de résçudre le même problème d'une manière diiFé- 
Tonû X. la 
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90 TANGENTES AUX COnBBE.S 

rente ; et voici roa solution qui me parait assez simple pour mëritef 
u'ctre connite* J observe ûvfon inie n conroe * "et te pousl |wr to^ 
quel il est question de lui mener une tangente ^ étant donnés par 
leors projections horizontale et verticale i les projections 4^ la 
tangente p<ir le point donné ne seront autre chose que les tan- 
gentes menées aux projections par les projections du même point; 
de sorte que tout le problème sf réduit à «avoir mener une tau*, 
gcnte k une courbe plane , par un poiot donné de cette courbe ; 
ce que j'exécute ainsi qu*il suit : 

Soil.^.. M''^'M^^rPM/M//M///..... ( fig. lo) la courbe plane pro- 
posée ; et soit P le point par lequel on se propose de lui mener 
une tangente. Par ce point P soient menées k la courbe ,une suite 

de sécantes, arbitraires M^'^-'P , M^^, M^P , M/P , M//P , M^P , ..... , 

sur lesquelles soient prises , à partir de cette même courbe et dans 
le même sens, les lon^^neurs égales et arbitraires ...^M'^'N^''', M^^N'\ 

M'^^ , M/N/ , M//N//, M///N///, ; par les points détermines par ces 

longueurs , soit fait passer une seconde coufbe N^'W^N^P , 

^'/N^/N/// , laquelle contiendra le poîni P comme la première. 

Si alors de ce point P comme centre , et avec un rajon égal k , 
la longueur constanie et arbitraire dont il vient d*étre question , 
Ou décrit un arc de cercle coupant cette second;e courbe, en T \ la 
droite FF sera la tangente demandée. 

Si I en efFet y on représente en général j>arr la distance du point 
P à un point quelconque de la .première cgurbe j et par a la 
longueur constante ; la distance du point P au pqint correspandaot 
de la seconde courbe aura pour e^xpresslou a^^r ; mais , Jorsque 
la sécante devient tangente , on a rsco^ dtoi^c .paur la tangeota 
en P» on doit avoir PT=:i7» 

On conçoit que , daas la pratique , il -convient de jpreodre la 
longueur constante aussi grande que J'o^pa^e dont on ^ut disposer 
peui le permettre , atin d*écarter le point X ie splu^ possible du 
point P. Il conviendra aussi de multiplier davant^e le .nombiv 
des sécantes dans le voisinage de la tangente.^ afin d'être plusaAf 
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ie Ta courbure de la seconde courbe. er> cet enârotl« Enfin , on 
pourra se ménager iiiv moyen ^e vcriûcalîon , en portant aussi la 
longueur constante en sens inverse-; ce qui déterminera un^ nouvelle, 
courbe auxiliaire , et eoDsëqutmniept un nouveau point T à Top- 
posite du p rentier; 

Lorsque Tun des points M^^^p M''', M^, M/ , M,/, M///,....» 

pris sur la courbe primitive , est très-voisin du point P ; comme 
il arrivé, par exemple ^ da^s 1^ <as actuel pQur le point M^ » la- 
direction de lu sécante M/N/ peut être douteuse ; alors , pour la 
déterminer plus sureo^ent , un peut recourir au procédé quis voiciv 
et qui porte avec lui sa démonstration» 

Des points P et M/ comme centres , et avec un même rayon 
quelconque, plus grand cependant que la moitié de PM/ » soient 
déerits quatre arcs se coupant en G , H ; puis de ces deux points 
comme centres et avec un autre rayon arbitraire , plus grand ce* 
pendant que la moitié de l'intervalle GH , soient décrits deux nou- 
veaux arcs se coupant en KL ; alors la droite PK sera la sécanto 
demandée.. 

Nous devons remarquer encore que nos deux courbes sonf auxi* 
fiaires Tune de Tautre , d*où il suit que » si du point P comme 
«entre , et avec FT pour rayon , on décrit un arc de cercle cou'* 
pant la courbe primitive en U ^ la< droite PU sera une tangente 
eu P à son auxiliaire. 

Il est presque superflu d'observer qu*en enseignant à mener gra<^ 
pbiquement une tangente à une courbe plane , par un quelconque- 
de ses points, nous avons aussi enseigné implicitement à lui menée 
«ne normale par le même points 

Quoique celte solution semble plus simple et non moins exacto* 
que celle de M. Hachette^ il ^restera toujours à ce géomètre le- 
mérite d'arvoir le premier résolu la question. Ce qui peitt néanmoins* 
paraître extraordinaire , c'est qu'il ait eu recours à des surfacer 
courbes y lorsque toutes les quantités données et la quantité chercbéa* 
ae .trouvent situées daiis^ un ném^ plan* Je ne serais pas élotgnéi 
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de croire , au surplus , que la soluiion de M. Hacbette « VieH 
analisëe , se trouverait revenir, à celle qui vient d'être exposée. 
Agréez y etc. 

Bfarseille, le 16 de septembre 1819. 

f ■ ■■ ■ ■■fini U \ r TSSgSSS=SSSS9Sm' 

HYDRODYNAMIQUE. 

Sur le principe d hydrodynamique relatif à la force 
d'impulsion des guides ; 

Par M* Narjol. • 



uiu Rédacteur des Annales* 
Monsieur , 

Une erreur , il me le semble du moins , s^ost glissée dans 
rintroductlon que M. Girard a mise en tête de sa traduciion de 
l'ouvrage de Smeaton , intitulé : Recherches expirimetUalcs sjar^ 
teau et Ui fenis , eic. 

Pour donner une idée de la question , j'extrais le passage suivant 
du livre de M. Girard» 

« Que Ton conçoive percé d'un orifice le fond d'un vase rempli 
d'eau , le fluide s'en échappera et exercera , à sa sortie du vase , 
une certaine, pression contre un plan opposé perpendiculairement i 
sa direction. » 

« Suivant l'opinion de Newton le poids capable de faire équi- 
libre à' la pression exercée par un courant d'eau à sa sortie d'un 
rase entretenu constamment plein doit être égal au poids d'un 
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prisme d'eau de ihéme-base que. rorliice, et d'une Isati^ur* do^ible 
de celle du Auide dans- le Tàsej; et , comme Ja ^itease, d'^coule* 
ment des iluides pesans est proportionnelle a la racine quarrée de 
leur hauteur au-dessus de l'orifice par lequel ils s'-ëooulent , il s'en- 
auk, de la théorie de Newtaii; que l'impulsion d'une veine fluide 
aur uti plan est ppo|)oriionDellc au quarré de la vitesse dont elle 
«st animée perpendiculairement à ce plan. 

«^ •«.• Admettons cette proposition. Parent remarqoa le 

premier que , lorsqu'une roue U palettes est mise en niouTemenl 
par l'action -d'un courant , la vitesse ave« laquelle les palettes sont 
«boquëes est la idiâerence ^e la vitesse du couraat el de celle de . 
la circonférence , de sorte que c'est au quar^ré de ^ette dUFérence 
que l'impulsion est proportionnelle* « 

m Gela posé , Partit chercha l'expression générale de l'eflet de la 
machine^ c*est-à-dlre^ le produit du poids qu'elle élevé par la vitesse de 
ce poids ; il trouva que cette pression est un majçimum , lorsque 
la vitesse 'do centre' d'impression des aubes «st égale au tiers de 
la vitesse an cooraut. j» 

« MM. Pilota Bélidor 9 Madanvin , Léonard et Albert Euler, 
<et ^énéralentent tous les mécao^iciens avaient adopté la règle de 
Par.eat , relâtàve au maximum d'elTet des machines hydrauliques, 
lorsqu'en 1767 le chevalier de Borda publia un mémoire dans k- 
quel il établit que le mouvement iTune roue hydraulique quel« 
<x>nq9âe étant parvçitu à ruailormité ^ il est nécessaire quts l'action 
instantanée du fluide sur les palettes soit égaie i l'action de la 
pesanteur sur le poids élevé par la roue. La formule à laquelle il 
parvient ^ étant traitée par la méthode ordinaire de maximis eC 
minimis , il en conclut que l'effet de la machine est le plus grand 
possible > lorsque la vitesse de la roue est égale à la moitié de la 
vitesse du courant; résultat <[ué l'on obtient en supposant le choc 
proportionnel à la vitesse simple du fluide. » 

» Ainsi» la théorie des premiers géomètres , qui supposaient Timpul- 
êion de l'eau contre les aube| de la roue proportionnelle au quarré d» 
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sa vitesse rtlatîv* , se trouTalt eoairedîie par telle de Borda ^ qui 
supposait cette impulsîoa ppoportioanelle à la slnplé vitesse celatif e * 
Au fluide. » 

Je me propose de faire voir, 

1 .^ Que Borda n'a point supposé ta cboe da fiuide proportioDoel 
à sa vitesse , et ^u*il n- a thangé en tien ^ sut ee point ^ U théorie 
de P^^ewlon ^ 

a** Que Parent s*est trompé. 

Soît AR ( fig» lO ) une surface plane immobile, recevant perpen-» 
diculairement le cfcoc d'un fluide qui s'échappe de ToriBce DE^ 
tjpposé très-pelît, avec une vitesse de V unités de longueur par 
secondes de temps , due & une hauteur CD=A« 

Pour que cette surface ne prenne aucun mouvement , il faut qne 
k poidà P qui la retient , et auquel elle est supposée attachée par 
un< fil inextensible Vpppm f passant sur les poulies p f p , p y fasse 
équilibre au choc continuel du fluide. 

Newton suppose que chaque molécule de fluide ,, en choquant 
le plan ÂB , perd toute sa vitesse et disparaît ensuite / de sort» 
qu'il n*est plus nécessaire de la considérer. 

^Désignant par A la grandeur de rorifice DE et par /le temps ^ 
AVài est le volume d'eau qui s'éeoule pendant la temps d/ , et 
dont le plan AB reçoit le choc. Donc , la densité de l'eau étant 
prise peur unité « AYM/ est la quantité de mouvement infiniment 
petite que \e fluide vient pcrdce contre lè plan , pendant le temps> 
d/.« et à^ laquelle doit faire équilibre celle que le poids P tend à* 
eommuniquekr au même plan dans le même temps» Or, cette dèr->- 
i|!ère est P^d/,. ^ désignât la vitesse qu'acquiert un eorps pesant^/ 
au bout d'une seconde de chute ; donc 

-P^d/=^F*d/ , 
eu Fg-AV^ ; 

ott, bien enoore^ à cause que F'=3gA ,, 
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^^alion qui contient le principe de ffewton cîtë par M. Girard. 

Soit E la dépense d'eau par seconde « Er=/tFjtt PtszEF : c'est 
la formule de Borda ( Mémoires 4e tncadémifi des sciences , pour 1 767). 

GonsidéroDs actuellement le cas où le plan AB a une Tlte$$e 
«nîforme V* 

Puisque le plan « une vhesse uniforme ^ il faut nécessairement 
que les deux forces qui le sollicitent se fassent équilibré ; mais leurs 
▼alejors ne sont plus les mêmes que danfs le cas précédent. En 
effets le fluide ne perd pas alors toute sa Tilesse par le choc ; mais 
seulement Texcès de sa vitesse sur celle du plan , c'est-i-dire « F— F^ ; 
la quantité de mouTcmept perdue pendant le jtefipa d/ par le fluide 
est donc AV{y^Vf)àU 

La quantité de mouvement que le pold^ P t^d àiiopomer a« 
plan est P^àt\ donc 

PS=AF{F'-'F'):=:E{F'-F0 : 

c>st la formule de Borda , qui conséquemment n*a point supposé 
le choc du fluide proportionnel à la vitesse simple. 

Le poids P, multiplié par la hauteur i laquelle il est élevé pen- 
dant une sceonde , est ce qu'on nomme TefFet de la machine ; or , 
cette hauteur est é^ale & F^ ; par conséquent TeiTet est 

^ e 

il varie donc avec F^. Poui: avoir sa yaleur maximum , il faut 

différentier - — r-i par rapport à F^ p Jti égaler le résultat à 

S 
»éro. On a par U FsriF; telle ci3t donc la valeur de F^ qnt 

donne le maximum d'elTet. 

Examinons préseotemetfi la formule de Parent^ 
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Suivant lui , lorsque le plan AB. a une TÎtease uniforme V^ i 
il £aut^ dans Téquatlon 

changer F" en P"*— f^^- ce quî donne 

Veffet serait alors ëgnl à 

• ■ • . •* 

8 

expression doat le maaimum SkeSecûrtmtnt lieu liarsque P^^^^.. 
D'après la formule 

Ps=A{v^rr r 

le^ plan AB reeevrett le- même choc que dans le cas où il seralr 
immobile et où le fluide n'aurait qu'une TÎtesse V — V^ due i^ une 
hautenr h^ qui- serait donnée par Tëquation (F— F^)*=2^A^: 

Or y ce principe , qui est vrai lorsque Ton considère le choc de- 
chaque molécule fluide isolément ,. cesse de Télre ^ quand on prends 
la somme de tous les chocs particuliers. 

En effet ,. lorsque le fluide a une vitçsse Vg. , et le pian une- 
vitesse V^ y la dépense d'eau par seconde est égale \ AV \ mais^ 
quand le fluide n'a qu'une vitesse V-^V , la dépense n'est plur< 
que A{y — V^\ Donc si , dans ce dernier cas , la quantité de mou- 
vement perdu par le fluide pendant le. temps ai est ^(f^— F^)*d/;; 
elle sera dans le premier. 

et l'on aura^ 

c'est là formule que' nous avons trouvée plus haut.. Je crois doil«: 
avoir complètement prouvé ce que j'avais* avancé. 
Agréez, etc. 

, Toulouse., le. i6 de septembre. 1819.. 

catoptrique: 
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CATOPTRIQUE, 



Becherche du foyer des miroirs sphériques concaves 

et conçexes ; 

Par M. Gergonks. 



v/H (rouTe, -dans U plupart des. traites d*optique » d^s formules 
qui donnent la position du foyer des miroirs sphériqnes concaves 
et convexes » pour toutes les situations que peut avoir le point 
lumineux sur l'axe du miroir ; et ces formules ne laissent sans doute 
rien à désirer y soit sous lé rapport de Texactitude , soit sous celui 
de la simplicité des considérations qui y conduisent. 

Mais jVi remarqué depuis long temps que Ton pouvait aussi 
parvenir & ces mêmes formules d'une manière très-élémentaire » 
par la considération des propriétés des sections coniques ; et, comme 
je n*ai rencontré aucun traité d'optique où la question ait été en* 
vlsajg;ée sous ce point de vue , j'ai pensé qu'on ne verrait pas sans 
quelque intérêt ce nouveau genre' d'application de la théorie de ces 
sortes de courbes ; persuadé , comme je le suis , que l'un des plus 
grands charmes attaches à la culture des sciences exactes nait de 
la parfaite identité entre des résultats obtenus par des méthodes 
qui y au premier abord , semblent totalement différentes. 

LEMME. Trouver h rayon de courbure de Vellipse et d^ 
fAyperiofû â ïun de ses sommets?^ 

Tom. X j3 
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Solution. En prenant l'un des sommets pour origine des coor« 
données rectangulaires , Taxe et la tangente a son extrémité poifr 
axes des x et des y , respectiTement ; représentant de plus Taxe 
par 2X1 et le paramètre par p ; Vét^^^v^u *Gèmm'une à Tellipse et 
à rhyperbole sera ^ comnve Ton sait , 

le signé supérieur répondant ^ rdlipse , et Tinférieur k l'hyperbole. 
On trouvera de plqs , pour ] 'équation de la normale ii la courba 
par le point x' ^ y' ^ 

îen y faisMt ^=^0 \ <^ trouvel*a que celte inèrmale romolitré Taxi 
des X en un point pour lequel Oû a 

Cela posé I 51 Ton mène à la courl>e une normale par un point 
très-Yoisin du sommet \ l'arc de la courbe compris entre ce point et le 
Sommet pourra évidemment être considéré sensiblement comme un arc 
de cercle ayant son centre à Tiatersection de cette normale avec celle 
du sommet » c'est-3i dire , avec Ta^e des j?^ et cette approximation 
deviendra un résultat tou.t-à-fait Hgourcux , lorsque les deux nor- 
males en viendront cniin \ coïncider; donc ^ la co^irbe a« & son 
sommet , une courbure é^ale a celle du cercle dont le rayon serait ce 
que devient ia valeur de x trouvée en dernier lieu ^.eo y faisant jr^:=o.| 
Vest'i-dire , / . 

''ainsi, dans les deux bourbes; U r4ifon dè'courhuré au sùmm<t 
est égal au demi-paramètre»' * 
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PROBLÈME I. Trower le foyar d'un miroir sphiriqut con^ 
tape , pour une position honnie du peint lumineux sur taxe du 
miroir ? 

Solution. Soit r le rayqn du mîroîr el soit d la distance de sa 
surface au point lumineux. Considérons ce miroir , que nous sup** 
posons une très-petite portion de la spbère dont H fait partie , 
comme un miroir elliptique ; le paramètre de rellîpse génératrice 
sera ar , et la distance de son sommet à Tun de sq^ foyers que » 
pour fixer les Idées , nous supposons être le plus éloigné , sera d ; 
en désignant donc par x la distance du méoie sommet i Tautre 
foyer, qui est évidemment le foyer cherché , on aura, par les 
propriétés connues de la courbe 

d'oi 

2ûx^-^x^=ar ; 
et ensuite 

d^%a^sf \ 

éliminant donc n, entre ces deux équations, il vlendri 

_ ri _ jrd ^ 
"'^ad^r'^ d^{r' 

formule ^qtiî résolut le pip^léme, ; 

PROBLÈME IL Trouver le foyer d'un miroir sphirique conçexe ; 
pour une position donnée du point lumineux sur Taxe du miroir ? 

Solution^ Soit r le rayon .^u miroir, ei soit d La distance d^ sa 
eurface au point Ivimineux. Considérons ce miroir p que nous ^ap^ 
posons une très-petite portion de la sphère doi)t U fait parU^ « 
comme un miroir hyperbolique ; Te paramètre de l'hyperbole géné- 
ratrice sera 2r , et la distance de son sommet au foyer de Thy- 
jperbole opposée sera J; en désignant donc par ^ U distance du 
ïPi^t soipm^t à l'autre foyer ^ qui est le foyer cherché , on aura p 
par les propriétés connues de la courbe | 
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Ydo QUESTIONS PBOPOSEE& 

et en$u!ltt 

Aimîoaiil a » entre c€S deux équations , il Tiendra 

formule qui rësoat le problème. 

Corollaire. On peut « d*aprè$ cela » comprendre les deux formules 
dans la formule unique 

- d:^{r • 

le signe supérienr ëtant relatif au miroir concaTe , et le signe in- 
férieur au miroir convexe, 

Nous renvoyons aux traites d'optique pour les nombreuses oon* 
séquences qu'on peut déduire de ces formules. 



QUESTIONS PROPOSEES. 

Théorème de Géométrie. 

JL/B Ireu des miKeux des cordes menées à une section conique 
quelconque , par un même point quelconque de son plan , est 
«ino autre section conrque. 

Problème de Géométrie. 

Quel est le lieu des milieux des cordes d'une section conique 
donnée quelconque , .tangentes- à une autre section eonique aussi 
donnée et quelconque ? . . • * * 
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DOUBLES ÉC^ALITÉS, ror 

■ '■''■ . Il I • li 



AN ALISE INDÉTERMINÉE. 

Exienswri'du problème de Fermât , sur tes douBlm- 
' . égalités ; 

Par M. L. M^ P. Coste , lieutenant au corps royal 
d*artillerie^ ancien élève da l'école polytechnique. 



XJOHSQtJ'jlYANr une fonciron aTgébrrquie rairontielle d'iine ou de* 
pîusieUrs variables , on demande de trouver des valeurs namëriques* 
ratîoDiielfes de cÉs vatrables dont la sobstikitîon* d^ns la fonetlotr 
la fasse devenir ^oit une puissance parfaite d'un degré doBn€ , soit . 
un nombre figure d'un^ ordVe donné» soit, plus généralement, un 
nombre d'une forme assignée ^^etconque , cela s'àppeHe ; dans lo- 
langage die ranalise indéterminée , résoudre, une égMié simple. 

Mais y. lofsqu'ayant plusieurs fonctions algébriques rationnelles des* 
mèixie^ va'riables^/ on se pr6px>se de tponvér un- système de valeur3v 
rationneUes de ces variables .qui fosse devenir chacune de ces fonc • 
lions un nombre d^ui^e forihe déteriAinée , ceFa s'appelle résoudre* 
,U9e double- igûjiii ^ une tripb igfiliii.^ etc. y suivant le nombre 
des conditions auxqueilo^ U:^s.>ffit; dçt^ syjisfair^ ^ ou, ce qui revient 
au même , suivant le nombre' des fonctions proposée^. 

Qu'on demande , ps|^ exemple , pne taleuB qui , mise à la placi- 
de rmdéterminée z , dans les fonctions 

H^^ r i4^4-3 , 

Tonu Xy 7i.« IVy 1/5 ociûirâ iSig.. t4 
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les fasse devenir , toutes deux , des nombres triangulaires ; on pro« 
posera- mr picAlimu -A ép e n d iaBt - éea éraUe» é yti té s r^^ cname^- 
en faisant z=3> ces fonctious deviennent respeetivement 

7«=^*^/ ■ 45^^', '•' ' '-'- 

01» dlm qu^ ïe noiBbre.3 ^un'de. Cfu;(.q^l-.ré^plvez)t^^ iTçblàmcu; 
Ces sortes de questions ont ét€k un des objets* des nombreux 
travaux, de Fermât sur Tanallse indeVermlnée ; mais vu Textréroc 
dliEcultë de la matière , cet illustre géomètre s'est borne au cas 
où' il s'agit de rendre les fonctions proposées -des* quarfés {yarfairs; 
et eneoro n'a-t-il cmrsidt?fé qile des fonGlioliS'€Wlièr#^>d-ttfxi variable 
unique , n'excëdant pas le second ou tout au plus le quatrième 
dcgrë« Nous ne nous proposonjf-p#t»ixieU d'étendre ses méthodes À 
des fonctions plus nombreuses, ou d'une forme plus compliquée ^ 
raâls nous voulons faire voir que le cas où Von exige que deux 
fanoû^DA algébrique cptlùres^ d'une seule variable deviennent , par 
une; déi^rmjnatloo conv^nablf; de cette capable p deux ^ nombres poljr- 
gooos d*UAû màme. espçce dqnQ(^c quelcooque , ou même des 
nombres d'une ùyvaie un peu plus g^nér^le , et comprenant ceux- 
là » comme cas particuliers , se ramené tr ès-fncilcmeiit au cas où 
les deujVL /aoctlons pfjopoisécs doivent être des quairés. 

ij Siien%9 en prcmîpr lieu ^ les; deux fonctlpn|s du ^ec.«nd degré 

5z*+8z+78 , " 4z*^2z+é ;. 

dont les derniers terftiés sont déj^ des nombres triànguhires, doUI' 
les racines respectives soiit iif éV'.â ^^^pîiiiqiiê'' ' . '» ' " J» 

• • • . i> . * 

et proposons-nous de faire devenir ces fonctions elles-mêmes des 
nombres triangulaires , patr une même vvtevi? dez, diiférente de 



'\ .1 



y' . - 
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zéro. PoQr y panrenîr , nous reprédenterojDs les racines respectives 
des deux nombres cherchas par ' - 

et , en «içplifqaBt qr^ le|i à^ijii^ ^wdiiU»s du pnjbl^e sont sa-** 
tisfaites , nous aurons les deux équations 

a a ' 

En chassant les dënomlnaienrs , développant , ré4utsaDt et divisanl^ 
par.^y c«a.4eii« ëyirttiow .devieadronit 

Zm*+25m — 2(5z+8)=:0 , Z/î*+7i8— 4(2-5+ i)=o ; 

équations d*oi^ on tire 

_ —25 J3v/ 4or»4.64r4>6t>S ^^ — 7ltrf/3:!rH-i6gT49 . * 



air ' az 



et , comme il faut que « et /S soient rationnels , on voit que fout 
s^ réduit j ainsi que nous Tavions annoncé , à trouver une valeur 
de z qui rende à la fois des quarrés les deux fonctions 

' '• ^ i^oz'4-6i|?24-625 ^ 32z'+i6z4-49 • 

* Ces fonetions deviennent toutes deux des quarrés , savoir ; 3^* 
«t 25' ea faisant z=^4î ^^ trouve alors 

ou , ' 

et les racines dea^ nombres ^''triangulaires deviennent ainai 
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ou bien 

-W20 , — 13 ; ^ » 

GC qoi donne, pour les noml>res triangulaires eux<-mémes 

ia.i3 — 13.— la ^ 

= 190 t "T" = ^^~7 — =78 ; 



19.20 ^-ao. — 19 ia.i3 — 13. *^ia 



c'est , en efFet , ^ quoi se réduisent les fonctions proposées lors- 

qti'on y fait z=:4« 

Si , au Heu de résoudre les deux é^ation^ par rapport à «. 
et à i» , on les résout par rapport i ^ , il viendra 



a5#— 16 7iS— 4 

doù 






«*— ^10 ~il*— 8 ' 

relation qui devra constamment exister entre les indéterminées • 1 # . 
quelque valeur qu*on leur assigne d'ailleurs» 

Cette équation de relation , par rapplîcalion des méthodes connues , 
pourra donc servir k trouver une infinit^ de, systèmes de valeurs 
rationnelles de « et ^ , desquelles on pourra conclure les valeurs 
correspondantes de £, CcUes d'entre ces valeurs qui rendront ^kz 
et fiz entiers résoudront le problème ^ car eUesrendront, également 
entiers les nombres «z+12 et ^z-l"3 , racines des nombres triangu- 
laires auxquels se réduiront las, deux polynômes proposés , par la 
substitution de la valeur de z. 

z. Soient; en second lieu, les deux fonctions 
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«jafDt» Tvfot et l'aolre , pour coefficient de leur premier terme, le 
doable d'un qu«rré y et < prbposens-ncHiS'' ' encore de trouver une - 
valeur de z qui les fasse devenir tontes deux des nombres^ trfan^> 
^ulaircs* Ici , nous pourrons Supposer que l«s Mcines de ces nombres 
«ont respectivement de la forme 

ez+m , 4z+fi ; 

ce qui donnera les /«quatlôns de condition ^ 






lesquelles deviendront;, .fen ;chafsa|!it les d^nominAt^urs » Irai^sppstnt 
et réduisant , 

v4.(iaz+0-*-3(4«+7)=^û , ii*H^(««+i)i8-:<3z+4)=o , 
d'où 

_ — (iaz4-i)±v/i44^*+56z4-5^ ^_ -rC8-z4-0:î:t/64r*+4o^+3i 

« , , '^ — , ^^ C=i_ 

, • • ' • ^ ' • '..'.. •' I i • ''' ' ■■ ' ' ' 

tout se réduit donc ici ^ comme tout-à-rneure , k. trouver una valeur 
dé z qui rende i la fois àe$ quarrés les deux fonctions 

'• ■ • i44jk«4-56i+-57 , é4z*4-4oJF+33 • 

'Y)n trouve, par exemple, qu'on remplit cébuf en posant zs=3; 
il eh résulte . * / * / 

ce. q9ld(^Me|} curies MciM& do» nombres (riaDgulair^sd«mand^ 
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•...:.;; ./... .. , . • r./i .j. • •; ,-. 

OU .bifO. ; ' • • /■ ' j'-::.'' ; .:!0...> ^'^l ' ! i. r. 

- ■ ■ ~2o-.';* ^ -^^4 ?■•••'.•' • . i - -^ -^ 
et consëquemment , pour ces nombres , eux-mêmes 
19.10 •— ao.— 19 ^^''4 ^ — 14.— 13 

c*e5t , en effet ^ te que deyleupeat vekpefettTBmfent nos dea:^ font* 
tioDS, lorsqu*on y suppose xs=3« 

S!» au lieu de résoudre nos deux équations par rapport i « 
e( -^ , oft- fe» ré^dot par ra{>pori' à ^c , U irfcnâra 

•>-h*— 14 _ ^«-f-/»— 8 

• *"" '«jr^ **. .-^ — ^^"iï^S"* ■ : • ' • 

d'où 

ëquaiion de relation qui fef^ connaître tant de. systèmes de valeors 
ralionnelfes âe m , fi ^ et/con^equemment. tan/ de râleurs de z qu'on 
Toudra. 

3* S'il arrivait. Â. la fois, qup , dans„ Tune c^t rentre des deux 
fonctions proposées , le coefiicient do premier terme fût le double 
d'un quarré ^ .et Jq llçrnlçr ifiVJnft mi nombre, triangulaire » ,on 
pourrait indistinctement employer Tune ou Tautre des deux, mi^ 
thodes dont nous venons de donner des exemples , et Ion réduirait 
toujours la question it trobrer'ûn nombre k^m, atibstitué A )a place 
de la variable , dans deux fonctions proposées, les fit devenir de» 
quarrés. ^ 

4* Si les doubles des deux fonctions proposées étaient , Tun et 
l'autfo , dtN^KmipMables. fki déax iaoieui» ne AAt^V ^iie d'iguir 



Digitized by 



Google 



«nitë p SI est ëtiâenl que , quelque valeur entière qu'on attribuât 
à la variable ^ œs tàèikx fonctions deimuie^Uài touJQurs des nom- 
bres triangulaires. 

5^ Les deux fonctions , toujours dëcomposables en deux facteurs , 
ne* se itouvani pas dans le 'èàè adiii il'vifenl d*ctrë q'uesiioii ,\dn 
peut quelquefois , d une manière lort simple, obtenir une solution 
et même plusieurs solutions au proDleme.' ooient' ', par exemple , 
les deux fonctions ..; , ,. w » v .. ^ . , », - 

on écrira les^ équations^ 

A cause d4s<< dtraM^M ^gnes des seconds membres , les équations 
de chaque colonne équivalent \ quatre ; en les- résolvant succès* 

... .^•. :m. ;:•. : : \ . ■ •-. .• . •. * : ' > - 
z=8 , xsB 10 ; 

*= 7 f *"^ 7 > 

les valeurs 8^1 p^conîmuitcf abx delix" côIopneïf&dWehf évrdem- 
n^ent le problème. En faisant» en effet, x=s8 , les deux,. fpq^iqAS: 
deviennent . .^j^ : ^..— 

et ea fjp^'^nt #œf^veU4l deyîeniient 
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ja» Doubles 

■^ 5 — ' " i~^.,r.i.. ,.,t 



)i} ."». I 



Hiaîs la dernière valeur , connue frac^îonoaîre , doit flre reîf*éc*\ 

A cause du facteur 3 <jui ^flCacte la seconde fonction elle j^ut 
encore être dëcomposëe de cette autre manière 



te cpii fournira les nouvelles ^équations 



.-.A T., : .. ; 



d'où 

mars aucune de ces Talèurs ne coïncidant avec ç^f^ j^^^'^BW^^^.. 
^ la première fonction , il en rësulte quf cet autre mode de dé- 
composition ne donne li^ à aucune solution uiouveRe. 

6. Ce dernieB procédé peut être généralisé ainsi qu'il suit* On^ 
peut écore r • "- ^ 

et ensuite , - . \ i ; •' 2. 

à'bik on^ tire- '.".-- ^ r '-'•'•> < »''«-< - na .om'.!.!. i j .: trr 

ii s'agira donc de trouvée , poitp «^*M p de» valeUfs téttea qiPïl^ 

eib 
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en résulte pôi» r nie méfne val&ur eotière tcUé qnt.Sz+i et 3z+3 
$6ienl respectivement divisibles, pat- «çt^iS.. On Templil:^ enparlicnlierp 
ces conditions 9 en posant •=-— i , /9=+x ; il en résulte x=:8 el 

3z4-i ^ 3^+3 

Tous les autres systèmes de Tdleurs de « et /i qui peuvent rësoi:^e 
lé problème sont renfermés deos Téquation indéterminée 

I 

ai*»— 3 "" a/8>— 3 | 

Si f au lien de résoudre les deux équations par rapport it z ^ 
on les résout par rapport à # et iS , il tiendra - 

^_ i±V/34^M-io4z+33 i+v/l4g^+j68r+i45 . 

et> comme # et /i .doivent être rationnel^ » il s'^gWa de IronTOt 
une valeur de z qui rende à la fois des quarrés les deux fonctîoBS > 

a4t>+io4t+33 , a4r+^68t+x45 . 

C'est ce qui arrive , par exemple , en posant x=8 , ce qui fait 
devenir ces deux fonctions 

il en résulte 

—"^ ' '~~ ' 

7» Supposons enfin que les derniers termes des deux fonctions 
ne soient pas des nombres figurés , que leurs premiers termes n'aient 
pas pour coefiiciens les doubles de deux quarrés » et qu*en outre 
J4fm. X. i5 ^ 
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ces fonclKHis «a aoîeat pis décompc^bles en '(acléats ntioime!!^ 

et soient ^ pour (exemple , ces deixx fonctions 

qui sont dans ée cas» Si » par quelque moyen que ce soit , on 
connaît déjà une solution du problème , rien ne sera plus facile t 
an moyen dé cette solution , que de le ramener au premier des 
cas précëdens. 

Dans le cas actuel , par exemple , on résout le problème en 
posant xa 1 9 puisqu*alors les deux fonctions deriennent 

45= ^i.-, a8:=l.^î 

or, en posant jtsr+i ; et substituant « elles ideiriennent 

«31^+63^45 -, i9P*+45H-a8 ; 

fonctions qui se rapportent au premier cas. On supposera donc 9 
•comme alors , ^ue les racines des deux nombres triangulaires 
cbevcbés sont 

«H-9 s ^+7 î 

cela donnera les équations 

lesquelles donneront , toutes rédactions faites , 

f»««4-i9«— (46^+1 a6)s30 , m*+x5/i— (33H-9o)=^û i 
on, en remettant pour p sa valeur x<— i, 

d*oil 
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et 9 comme • et /i doivent élTû ralîonnels , on voit que le problème 
est ramené \ trouver une valeur de* t qui fasse devenir des quarrés 
les deui fonctions 

8. Ainsi ^ en rësumé , lorsqa*^ p']r a que deux fonctions données 
seulement , que ces fonctions ne renferment qu'une seule variable , 
qu'elles sont rationnelles et entières » et qu'enfin elles n'excèdent 
pas le second degré ^ nous savons résoudre le problème, i.^ lors- 
que les derniers termes de nos' deux fonctions sont '^des nombres 
triangulaires; a/ lorsque les coelScIens de leurs premiers termes 
sont les doubles* de deux quarrés \ 3..^ lorsque cbecune de ces 
fonctions est décomposable en deux facteurs rationnels du premier 
degré ; 4*^ enfin ^ lorsque htms coniiaissoiv d4j& une solution du 
problème ; et l'on volt de plus que , dans tous ies cas*^^ ce problème 
se ramène toujours à trouver une valeur de la variable qui rende 
à la fois quaiffëes deux fonctions rationnelles et entières du second 
degré de cette variable. 

g. Il ne nous reste plus présentement qu'k généraliser nos mé* 
tbodes et nos formules ; mab » mi lieu de supposer qu'il s'agit de 
nombres triangulaires ^ nous supposerons qu'il s'agU de nombres de 
la iorme 

tï\ p tX q sont deux nombres donnés , formule qu! renferme les 
nombres polygones et beaucoup d'autres^ et dont, par analogie, 
/ sera dit la racine. 

lo. Soient*/ im premier lieu, les deux formules 



Digitized by 



Google 



iti DbUBLteS 



r. . .*/ 



" t^^ ^^^ a ' ..art *.-» 

- :. • > . ;* : ' 

qu*îl faille faire venir des nombres de cette forme ; par une dé- 
termination tonVenable de z.' Posons , çonr ' leurs* racines , 

noQS aurons' les (Iquatiçns de cpnditiQn ^ V;;; \..; 

r- . ^ ' a ••.. '. a ' 

lesquelles donneront ^ eu chassant les .4^nomii)at^ifjpf ^ , rddqls^t 
et divisant par z» 

1 r I . . . 

i'où OD tire * ; ' 

#= — B— C 2 >1 ^ 
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ÉGALITÉS. ii3 

et ; comme « el $ doîvent être rationnels > la ques^n sera réduite 
\ trouver une valeur de x qui rende à la foijf quarrées les deux 
jfonctions 

Si p au llea de résoudre les deux équations par rapport ï •' et 
ji I on les résout par rapport it js^ il viendra 

/;•»— a^ p/M-*a8 

équation indéterminée qui renferme tous les systèmes de valeurs 
de « et # qui peuvent résoudre le probl&me. 
II. G;^Ient , en second lieu, les deux fonctions 

^u'Il fàllc rendre da la forme . 



â ' 



par Q9e déteminatloH cor^venaLIe de i- En posant , peur les 
racines respectives^ 
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fi»«9 tarons les é^aUoas de condition 

on, en duMant les dénomïnatéiirs et réduisant , 

jW»'+(4^*t-N)H-a[(f*-fl3t-J5']=o ; 
d'o& on tire 

«as— iX-i — . y » 

puis donc que • , /* doivent être rationnels, il s' ensuit que la 
question se trouve réduite à trouver une valeur de ^ qui rende à 
la fois des quarrés les deux fonctions 

Si,, au lieu de résoudre les deum équations par rapport \ • et /i , 
en les résout par rapport à \t il viendra 






d'0& 
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ëqaatîoD indéterminëe qui renferme tous les syitèmes de valeurs 
de • et /l qui peuvent résoudre le problème. 

12. Soient^ en troisième Heu , les 4e9X fonctîoni 

qull faille rendre de la forme 

par nne détermlnatioa eonveDable de *^| en > remarquant d*une part 
que ces deuj^ fonctions sont It même chose quai 






2f{Sz+H). 









et que d'une autre pi^'^t est le produit des deux fisctenra^cpi^^ 
et / I tels que le premier moins p fols le second est ëgal i ^ ^ 
nous pourrons poser les deux conditions 

lesquelles reviennent à 
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et donnent 






^ AiBz+H) ' 

'et i comme # et /i doivent être rationnels , U s'ensuit que tout se 
rëdult à trouver une valeur de i^ qui rende des quarrés les deux 
Ibnctîons 

9p(Bz+H)(BU^H0+ç^ . 

Si y au lieu de résoudre les deux équations par rapport ï « et # » 
on les résout par rapport k z ^ on aura 

et par suite 

équation indéterminée qui renferme tous les systèmes de valeurs 
de « et ^ qui peuvent résoudre le problème* 
i3. Soient en£n les deux fonctions 



'Ai^^A\^A^^ , 



Sl\ 
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qu'il faille rendre de la forme * 

^ ; t • 

par une détermination convenable de z ; et supposons que Ton 
connaisse uniquement une valeur ^=a^: r^AipHssant cette condition^ 
de telle sorte qu'on ait 

■a • 

en posant z^f^^-^ , substituant et ayant égiaid a ces relations ^ 
9 ,viendra 

opérant donc cotbihe nous Tavons fait dans le n«^ 10 > la^queëtibn 
se trouvera^ rédaite- à trouver une valeur de f» qui rende quarrée» 
les deux fonctions 



J. 



Ti?». X ,6 
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remettant tlocs pour f m Teleor ^--c, et pon 

lean Talenn respecllTe* 

U ciae»tion se trouvera altëriearement réduite à trouTer une tdeaf 
de f qui rende ({oarréec les deux foncUons 

i4« Ainsi , en supposant toujours les fonctions rationnelles eC 
éntîères à une seule variable , et n*excédant pas le second degré, 
nous savons trouTcr les valeurs de la variable qui rendent les 
deux fonctions de la formé 

r 



I.® lorsqu'elles ont, l'une et Tautre , leur dernier terme de celte 
forme; a/ lorsqne le Coefficient du premier terme de Tcne ei 
de IVutre est ëgalemenC Ip double d'un qoarré mnlltpHë par ^ ; 
3.® lorsque les deuk fonctions sont décomposables en deux facteurs 
rationnels du premier deg ré ; 4-^ enfin , lorsque Ton connaît déjà 
une valeur de la variable qui résout, le problème. 

i5. Dans tous ces divers cas, le problème se trouve toujours 
ramené à trouver une valeur de la variable qui rende quarrécs 
deux nouvelles fonctions de cette variable , lesquelles sont , comme 
les premières , des fonctions rationnelles et entières du second de* 
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pi seulem^t;, et ^ ce ^ui est digne de imn^rqaé f c'est gue ces 
QOQTelles foaetiçQS sont constamment les produits des premières 
par 8/7.1 anx^eU on a ajouté ç\ Ainsi, par exemple » dans le ca|f 
des nombres triangulaires, où Ton a^=^si| ces nouvelles fone^ 
lions surpassent d'une unité les produits des premières par 8 ,"comme 
on le voit ^ar des exemples numériques ^e nous arons d'abord 
donnés* 

i6. C'est là , au surplus , un fait qui pouvait être prérn , et dont 
il est très-aisé de se rendre raiiom Soit , en effet, Z une fonction 
quelconque de ^ ; si elle est de la forme dont il s'agit , on pourra poser 

/ étant une nouvelle fonction de (; or» de lk| on tire 

d'o&. Pon voit qu'alors SpZ+^ est nécessairement un quarré. 

17. Et réciproquement , si QpZ-k^ est un quarré ; si , par 
exemple , on a 

on en tirera 



posant alors e^^t^^ç $ ee qui est permis etdoona/as [, W 

viendra , en~ substituant et réduisant , 

c'est-îi^dire , qu'alors Z se trouvera de la forme demandée* 
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''lÔ; 'Ces'consuîeratîoni , fort simples tfaîllêtirt; ii©us permettent 
•tfétehd?éî rfctre' théorie à ' un nombre quelcrfn^iie de fonctions quel- 
cohbués^ rbcliertki^nt un nbirvbre quelconque iè yatlables. Soient, 
par exèiiplé /• ' ' * ' " '* ' ' i» 

: *• ^ ' 'V '■■■ •' -''v^ p'^^' 

, ♦ I 

t'(^,/,*, ) ,. — r~ » . . • 



et supposons qu'on demande un système de valeurs des^y^ i, .^: 
qui I substituées dans les fonctions de la première colonne ; les 
fassent devenir des nombres de la forme de ceux qui leur corres- 
pondent dans la seconde ; on voit que tout se réduira à trouver 
un système de Valeurs de ' or j y , { , ••«.. dont 1er substitution fasse 
ée venir des quarr^s toutes 'les fonct ton» 

Sp .( {x,Y,z, . , . . .)+ç • , 

B//.f'ix,y,z, )+/• , 

l i.... «#••••• 

problème que malheureusement on sait ne résoudre que dans des cas 
très-limités. On voit , ?u surplus , que , si les premières fonctions 
sont rationnelles ci entières , les dcmicres le seront également ^ C| 
du même degré qu*etles. 

ig. Soient, par exemple^ les trois- fonctioqa 
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et supposons qqfoii demanSe un système de,. Ta|ear» de j; et y 
qui rende la première un nor. bre triargalaire , la seconde un nombre 
qaarrë» et la troisième un nombre penta^ne ; comme ces trois 
sortes de nombres sont respeetirement des trois fortaes : . * ■ 



a 



auxquelles répandent 



P ^i , ç =1 



/>/«a , ^/=SQ ^ 



^^/=3 , ç^^zz^i ; 



tout re rëduira k trouver un systèud de valeur de ^ eC ]r q'^^i 
reade quarrëes les trois fonctioM 

a4(ajy4-7^-^4/+i3H-i»48ay+i68^+96y+3i3 ; 

et. y comme on y parvient ea posant x=2, )^s?3 , qui les font 
respectivement devenir 19*^ a4' , 35*» il s'ensuit que ces valeurs 
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ée s et y résolvent la question proposée. Lear substîtation dans nos 
trois fonctions donne, en effet, 45=^,^, 36=6S 5ia ^'<»;^-'\ 
nombres de la forme demandée. 

20. Ceci peut donner des ouvertares pour traiter d'autres questions 
in même genre ^ mais d*an ordre plus élevé {*)• 



ANALISE ALGÉBRIQUE. 

THsserialion 4ur un cas singulier que présente Vapprom^ 
malion des radnes des équations numériques ; 

Par M. Gergohub. 



JuORSQUË t par mi moyen quelconque , on est psnrenu \ la râleur 
approchée de Tune des racines réelles d'une équation numérique , 
il est d'usage de diviser son premier membre par le facteur binôme 
qui répond à cette racine. En négligeant \s^ reste , qui est d'autant 



(*) En nous adressent le prêtent mémoire « M. Coite noiu prie de relerer 
une ineiactitude qa*il a commise 1 la page a6a du VIII.< volume et ce recueil , 
hquelle consiite i avoir attribué k Pascal la déoonTefte de la propriété de 
rhezsgone circonscrit k ane section {conique 1 qui est réellement due à M. 
Brianchoii. Pascal n'a découvert que la propriété de rhexagfxne inscrit. A la 
vérité 9 il est aujourd'hui trés-aisé de passer de chacun de ces deux théorèmes 
à Tantre i mais « au temps de Pascal , oh la théorie des pôles n'étai^pas cen* 
BUS I ce n'était point pne diose aussi Cicile qu'elle peut le paralue présenlen^nfi 
- JD. G. : 
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plos fût i|iiê la racine dqiii ii s'agit est plus approcli^ i le qootijsiit^ 
ÀgiAé k séro » est réqualion qai doil faire conoattre les aitres racims 
,4e la propesëe« 

Soit^ par e&esple, Pëqution do troisième degri. 

dont on trooTO » pour Tune des racines , la valeur approchée 
#31,753 ; en divisant son premier membre 1 mis , pour plus de 
commodité p sons cette forme 

ir'—io,ooos*+3i|0ooooojr-— 29,000000000 » 

par le binôme jr— 1^733 , négligeant le petit reste o^oooioSaaS ; 
et égalant le quotient k zéro » on aura , pour déterminer approxî- 
mâtÎTement les deux autres racines , Téqualion do second degré 

jr*-8»aif7jr-f-i 6,54300990 ^ 
laquelle 1 étant résolue ^ donnera en outre 

4rs:4i966 9 jrs3|a8i • 

Soiti plus généralement I pour le troisième degré 1 réquation 
«*+^**4Vjr+r55o t 

de laquelle on ait déduit sssa » pour une des valeurs àpprocbées 
de JT , en divisant son premier membre par S'^^ » le reste dm 
la divtslbn sera, comme Ton sait, 

«•-l-^tf+f a+r f 

■ ■ J 
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,or , dîre que a est une valeur approchée de x ; c'est dire l ett 
d'autres le^mes ^ que a y substituée daha le premier membre, le 
réduit presque à zéro , ou encore que le résultat de êâ ^ubstitutloa 
dans le premtbif membre est un nombre' fort approchant de zéro; 
puis donc que ce résultat est précisément le reste de notre division , 
il en faut conclure que ce reste est presque nul , qne conséquem- 
ment le quotient est presque exact, et qu'ainsi, égalé à zéro, il 
fera sensiblement connaître les autres racines de l'équation. Oa^i 
de cette manière , l'équation du second degré 

laquelle donne , pour les râleurs approchées des deux autres racines , 



Ce que nous Tenons de dire du troisième degré s'étend , comme 
l'on sait , k tous les autres ; avec cette seule diiTérence qu'on n*y 
trouve plus les mêmes facilités pour résoudre l'équation privée de 
la racine déjà obtenue. Mais p dans tous les cas » ce procédé a 
l'avantage de réduire d'une unité le degré de Téquation h résoudre | 
et, si l'on considère combien s'accroit la difficulté de la. résolution 
d'une équation à mesure que son degré s'élève , on sentira que cet 
avantage n'est point du tout à dédaigner. Aussi , le procédé que 
nous venons d'indiquer est-il presque universellement indiqué par 
tous ceux qui . ont écrit sur cette matière* Cependant , dans un 
article récent du présent volume , un de nos irollaborateurs a cru 
pouvoir, élever des doutes sur la légitibiité de cette opération dans 
certains cas; et, comme les motifs qu'il allègue , i Tappui de son 
opinion , ont quelque chose de spécieux , nous avous pensé qu'il 
ne serait point hors de propos de prendre la plume pour dissiper 

lea 



Digitized by 



Google 



DES RACINES. i25 

^e$ scrupules et dëtoorner peut-être quelques-uns de nos lecteurs 
de la teutdllon de les partager. 
Soit l'équation du troisième degré 

oî^— 3j?+20ooooi=ia , 

dont une des racines est sensiblement égale k l'unité , puisque la 
substitution de cette valeur dans le premier membre , à la place de 
s , réduit ce premier membre , [sinon k zéro , du moins au très-petit 
nombre 0,00000 1 . Divisons donc , suivant le procédé admis, le 
premier membre de notre équation par le binôme jr— i , en né- 
gligeant le reste et égalant le quotient à zéro ^ nqus aurons, pour 
déterminer approximativement les deux auues racines , l'équation^ 

V 

j?"— or— a=:(jr — i)(x+o)szo ; 

de sorte que ces deux racines sembleraient être +1, et-— a ; tandis . 
qu'il est patent , par Tlnspection de Téquation proposée j qu'elle 
ne saurait avoir qu'une racine réelle seulement. 

La même chose arriverait encore , si Ton partait de la racine 
approchée —2 ; en divisant, en. elTet , par x+2 ■, négligeant le 
reste et égalant le quotient k zéro ^ on tomberait « pour la déter^ 
mination des deux autres racines | sur Téquation ^ 

4r*— ajr+i2s(s— i)"aso , 

qui les ferait paraître réelles et égales. 

On sent qu'à l'inverse , Il ne serait pas difficile de former une 
équation du troisième degré qui, ayant ses trois racines réelles, 
donnerait néanmoins , en divisant son premier membre par le fac** 
teur binôme qui répond à la valeur approchée de l'une d'entre elles , 

Tom. X. ï? 
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et negUgeâBt U reate , un • quorieni du second dcg^é qui , i^lè h 
zéro 9 ferait paraître imagloaîres les deux autres racines de cette 
équation ; et il n'est pas besoinr de dire qu'il en serait de même » 
à plus forte raison , dans les degrés plus éleyés. Que doit-on donc 
penser d'après cela , ajoute-t-on , d'un procédé qui tend h confondre 
et à faire prendre les uns pour les autres des êtres aussi essentiel- 
lement hétérogènes que le sont les quantités réelles et les quantités 
imaginaires , et à faire paraître possible un problème qui ne l'est 
pas et f^icâ f^èrsd ? Tout cela est fort spécieux , nous rarouerons 
si Ton veut ; mais nous espérons que Ton demeurera toul-i-rbeure 
bien convaincu qu'il n'y a là qu'une pure illusion. 

Qu'est-ce , en effet , que résoudre rigoureusement une équation , 
ou I plus généralement , un nombre quelconque d'équations , entre 
tant d'inconnues" qu'on le voudra ? Tout le monde tombera d*accord 
que c'est trouver , pour les inconnues que ces équations renferment, 
un ou plusieurs systèmes de valeurs qui « mises pour ces inconnues 
dans ces mêmes équations , rendent les deux membres de chacune 
dWlc^ rigoureusemenf égaux , et* réduisent conséquemment leurs 
premiers membres à j zéro , si , comnie nous le supposons , les seconds 
le sont déj&. Que ces valeurs soient réelles ou imaginaires , égales 
o« inégales « c'est ce qui importe fort peu , k considérer les choses 
sc^us mn point de yue purement analitique et abstrait. 11 arrivera ^ 
seulement que le problème qui aura conduit it ces équations sera 
tantôt possible et tantôt impossible ,« aura tantôt un plus grand et 
tantôt un moindre nombre de solutions. 

Qu'est--ce ensuite que résoudre ces mêmes équations par appro« 
ximation ? On conviendra encore que c'est trouver des systèmes de 
valeurs ^des inconnues qui , sans réduire leurs premiers membres à 
zéro^ les rendent du moins très-petits ; et plus ils les rendront 
petits et plus aussi c^s valeurs seront approchées ; elles pourront 
d'ailleurs , comme dans le premier cas , être indistinctement réelles 
ou imaginaires , égales ou inégales, 
liklais il y a, entre ce cas et le précédent', cette difFérence essen^ 



Digitized by 



Google 



DES RACINES. .137 

tîelle qacy tandis que, dans le premier , le nombre et la nature 
des systèmes de valeurs des inconnues se. trQuvent tout-i-faît limitas 
«t déterminés , ici | au contraire , un syst^nr^e de valeur peut fort 
bien être remplacé par un autre , qu'on pourra regarder comme 
lui étant équivalent , en ce sens qu'il aura comme lui la propriété 
de faire devenir les premiers membres très-petits , par sa substi- 
tution it la place des inconnues ; or , il pourra fort bien se faille 
que telle inconnue qui était réelle dans. le premier système , soit 
au contraire imaginaire dans le second , et t^ice rersd , sans que 
pour cela l'un . ou l'autre de ces deux systèmes cesse d'être admis- 
sible. 

V Ainsi > pour ne pas sortir da second degré ^. s!il n^eU question 
seuleDMiit -que de résoudre., d'upe manière approximative, réquation 



jr*— 2 J?+ 1 j=:(^— 1 )• = o 



9 



on le pourra également soit en donnant \ s ces deux valeurs 
réelles et inégales 

jpssfjooï ; <fc -0,999 J 



loit^ en admetriant ces deux valeurs imaginaires ^' ' " 

. 4F=liO,OOIv/— I i 



^t , SI les unes et les âu^es ne rédwsent pas le premier niémbfe 
\ 2éro, elles le rendent du moinsi très- petit, 

U faut donc nécessairement conclure de tout' ceci qu'un pro-^ 

cédé approximatif ne saurait être réputé vicieux par cela seul 

qu'il présentera , sous forme réelle , des valeurs qui , rigou— 

•reusement pairlanl ^ sont bnaginaires ^ on^ sous fonne iniaginairif^ 
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des valeurs proprement réelles ; Tessentiel, dans tout ceci , est ijue 
soit les unes soit les autres valeurs rendent sensiblement égaux à 
zéro les premiers membres des équations qu'elles seront des- 
tinées à résoudre d*une manière approximative. 

Biais , dira-t-on , s*il s'agit de faire rapplicatlon de ce$ résultats 
ii des problèmes de géométrie , les mutations dont il vient d'être 
question né deviendront-elles pns tout-a-fait intolérables ? Peut-on 
admettre qu'un problème , lors même qu'il est question seulement 
de le résoudre par approximation , soit possible ou impossible , à 
volonté , et soit susceptible aussi à volonté « tantôt d'un plus grand 
et tantôt d'un moindre nombre de solutions? Que si » au contraire^ 
ces considérations ne sont rece^ables que sous un point de vue pu« 
vement théorique et ab6tralt , de quelle utilité peuvent-elles être « 
puisqu'en dernière analise la théorie n'a raisonnablement de prix 
que comme servant de guide de la pratique ? 

.Nous répondrons à ces objections en faisant voir qu'au contraire 
rien n'est plus prppre que les considérations géométriques à cqn* 
firmer et à mettre dans tout son jour la doctrine que cous venons 
d'établir ; et cela est même si vrai , que ce sont précisément des 
considérations géométriques qui nous ont mentalement dirigés dans 
tout ce qui précède. 

Pour prendre ud exemple fort simple^ considérons Je problème 
où il s'agit de mener ^ par un point donné , une tangente à un 
cercle ; chacun sait que ce problème présente trois cas ; qu*il a 
deux solutions lorsque le point donné est extérieur au cercle ; 
que ces deux solutions se réduisent à une seule , lorsque ce point 
€A sur la circonférence ; el qu'enfin il devient impossible lorsque 
ce même point lui est intérieur. 

Voilà pour ce qui concerne une théorie rigoureuse et abstraite } 
mais supposons que, sur le terrain , un praticien ait à mener, par 
tiQ point donné « une tangente à un cercle ; et supposons de plus 
^^^ le point ^nni soit jii voisin de )f circonfér^pce ^u'tl soit pomit 
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de douter s'il esl en dedans ou en dehors ^ ou s'il est prëcisëmenl 
sur elle* Noire praticien hésitera-t-U de joindre le point donné au 
centre du cercle p^r une droite, de mener par le même point 
une perpendiculaire à cette droite , et de rëputcr tangente cette 
perpendiculaire qui pourtant sera peut-être une sécante ou une 
droite étrangère au cercle ? et serait-on recevable à lui objecter 
que peut-être sa prétendue tangentcf n'existe pas ,. ou qu'au lieu 
d'une tangente il en existe deux par le point donné ? A la vérité ; 
il pourrait en être ainsi pour qui y regarderait de plus près ; mais 
cela, se réduit à dire que des racines qui , pour un certain degré 
d'approximation , peuvent , sans inconvénient , être rcpuiées égales , 
peuvent , pour un degré d'approximation plus parfait , devenir iné«- 
gales ou imaginaires ; et c'est justement ce que nous nous sommes 
proposés d'établir. * 

Il en ira \ peu près de même , lorsqu'il sera question de mener 
^ un cercle une tangente parallèle à une droite donnée ; et à moinS 
d^one précision ï laquelle la pratique ne saurait jamais se promettre 
d'atteindre , il arrivera le plus souvent qu*au lieu d'un seul point 
commun avec le cercle j on en aura deux réels au deux imaginaires', 
mais , pour cela , le problème n*en sera pas moins réputé résolu* ' 

On voit par lit que , dans Tapproxiitiation pratique des racines 
des équations numériques , on peut fort bien se dispenser du re« 
cours à l'équation aux quarrés des différences de ces racines. Toutes 
les fois , en effet , que , par des substitutions successives , on sera 
parvenu II une valeur de x qui , mise il la place de cette inconnue $ 
dans le premier membre de la proposée , rendra ce premier membre 
très-petit ; quand bien même le résultat obteifu ne se trouverait 
environné que d'autres résultats de mêmes signes que lui , on n'en 
sera pas moins autorisé , et cela sans craindre d'erreur sensible , .& 
admettre dans l'équation deux racines égales au nombre substitué , 
quoiqu'on rigueur ces deux racines puissent fort bien être inégales 
ou même imaginaires. Cela revient ^ en effet , à supposer qu'une 
touibe parabolique qui a Tun de ses sommets très-voisin de Tax^ 
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des X , a cette droite pour tangente it ce sommet , ce qui est în» 
contestablement permis , lorsqu'il n'est questioa que de procédëa 
purement approximatifs. 

Une conséquence forcée de tout ceci c'est que les imaginaires ne 
sont pas des êtres aussi essentiellement diffërens des quantités réelles 
qu'on est généralement dans l'usage de le supposer ^ que lea uns 
et les autres sont comparablei k certains égards ; et qu'on peut p 
sans pécher contre la rigueur du langage mathématique ,. dire , d'une 
quantité imaginaire ^ qu'elle diffère plus ou moins d*une quantité 
réelle , tout comme on le dirait de deux quantités réelles que l'on 
comparerait l'une à Tautre ; c'est sans doute ce qu'avait déjà voulu 
insinuer M. le professeur de Maizières à la page 87 S du I/*^ 
Tolnme de ce recueil ; et c'est ce que confirme encore la nouvelle 
théorie des imaginaires exposée par MM. Français et Argand , aux 
pages 61 9 i33^ 322 et 364 du IV.* volume des ^/i/i^/^j ; et si ^ 
lians ce qui précède, nous avons préféré les considérations l^s plus 
communes aux seeours qu'aurait pu nous fournir une théorie encore 
contestée ^ il n'en est pas moins vrai que les conclusions auxquelles 
noua sommes parvenus » pourraient ^ à leur tour ^ venir i lappui da 
cette théorie I et lui donber une nouvelle sanction, 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problème ctAnalUe. 

vJn sait que ^ pour qu^une équation du second degré tf:r*-f ^jr4-^=:o 
ait ses racines rationnelles ^ il faut et il suffit que ^e$ coeiHciens 
o yb ^ c satisfassent i la condition unique b^^^ac^i* ^ t étant uHf 
nombre rationnel quelconque. 

Mais, il doit exister des conditions analogues pour la. ratlonnalitét 
des racines dans les degrés supérieurs; conditions de la rechercke> 
desquelles aucun géomètre ne parait s*étre encore' occupé. 

' En conséquence, on propose d'assigner la condition ou lès^ coti*- 
ditions de rationnalité des racines de Téquation du tcoisièrae degr^^ 

as^^bx^'\'CX'\rdi=:o ? 
Problèmes de situation. 

I. Peut-on disposer circulairement m nombres^ consécutifs de la 
^uite naturelle « à commencer par un quelconque , de telle manière 
que« dans l'arrangement circulaire résultant , la différence de deux 
ternoes consécutifs ne soit jamais plus grande ou bien ne soit 
jamais moindre qu'un nombre donné /» ? et , si cela est possible « 
de combien de manières différentes peiit-on l'exécuter ? 

II. Etant donnés m groupes de lettres différentes entre ellea 
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d'une même couleur dans chaque groupe et de couleur dilFërenta 
et les mêmes d'un groupe à l'autre ; et les lettres étant dans chaque, 
groupe au nombre de n ; est-il possible de disposer tontes cea 
lettres circulairement de telle sorte qu'en aucun point de l'arrangement 
on ne rencontre consécutivement ni deux lettres de même sorte 
ni deux lettres de même couleur ? et , si cela est possible , de 
combien de manières diiFérentes peut-on l'exéculer ? 

Problèmes de Géométrie. 

I. Un point étant donné dans un angle droit trièdre» et égale- 
ment distant de ses trois faces ; on propose de conduire par ce 
point un plan tellement dirigé que sa partie interceptée dans l'angle 
trièdre dont il s'agit , soit un ^triangle semblable je un triangle 
donné ? 

II. Construire graphiquement, pour l'un quelconque des points 
d'une courbe plane donnée , soumise ou non à la loi de continuité^ 
\^ centre de courbure de celte courbe ? 



i«B»Mi»«ta 
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STATIQUE. 

Essai sur quelques cas particuliers ^attraction ; 
Par M. Gergonneu 



vJn fraure à la fin da second volume de la tradactioQ du livre 
des Principes , par Madame du Ghatelet , une suite de recherches 
relatives à rattraciion exercée , dans diverses hypothèses , par de» 
corps symétriques , sur un point symétriquement situé par rapport 
an corps attirant. 

Tout récemment , dans un mémoire présenté à l'académie de 
Turin , M. le professeur Plana a traité , dans le même genre » dea 
questions plus générales et plus difficiles , et dont la solution exige 
toutes les ressources de la haute anallse. 

Mais personne ne parait s'être encore occupé )usqu'ici d'un autre 
genre de questions qui ont quelque analogie avec celles-là , et qui 
ne semblent pas moins dignes d'intérêt : ce sont celles où il s'agit 
de déterminer l'intensité et la direction de l'action totale exercée 
par un angle polyèdre solide , homogène et indéfini , sur un point 
situé à son sommet. Ce problème comprend évidemment , comme 
cas particulier « celui où l'on demanderait d'assigner l'intensité et 
la direction de l'action totale exercée par un angle dièdre , solide , 
homogène et indéfini , sur l'un quelconque des points de son arête* 
tl. comprend donc également celui où il s'agirait de Tattractioii 
exercée par un corps homogène terminé d'une part par une sur- 
lace plane indéfinie , et lui- même d'une étendue indéfinie au-dcià 
jTom. X , n.^ V 9 i.*' novembre 1819. 18 
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de celle surface , sur l'un quelconque des points de coUo mAmo 
surface. 

Ces divers cas d'altraclîon ont cela de parlîculier et de très- 
remarquable qu'ils pertneltent d'assigner la <lîrection et même Tin- 
tenslié relative de Taction totale exercée par le corps attirant sur 
le point attiré, indépendamnoent de la loi d'attraction; c'est-à-dire ^ 
sans qu'on ait préalablement besoin de statuer sur la fonction de 
la dislance qui mesure cette .force ^ ni même de songer , en* au- 
cune sorte ^ à la nature de celle fonction. Que l'on conçoive , en 
c/Tet , Tanglc polyèdre atilrant partage en une infinité d'autres in- 
finiment petits, de^ même sommet que lui et équivalens en capacité ; 
c'est-à-ilirc « de nature à intercepter des portions équivalentes d'une 
sphère d*un rayon quelconque y ayant son centre à leur sommet 
commun. Ces angles polyèdres partiels exerceront sur le point 
attiré , et chacun* d*eux suivant sa direction , une infinité d'actions 
infiniment petites, d'une même intensité; la direction de la résul- 
tante ne dépendra donc uniquement que des directions des compo- 
santes y c'est-à-dire , de la figure de l'angle polyèdre total ; et son 
intensité sera simplement proportionnelle à celle de chacune de ces 
composantes. 

On peut remarquer , au surplus , que ce cas est exactement le 
même que celui où tous les points de diverses portions d'une même 
surface sphérique exerceraient des actions égales sur son centre. 
Il est clair , en efTet , que l'action totale de chacune de ces por- 
tions de surface sphérique ne dépendrait nullement y quant à sa 
direction^ de l'action commune exercée par chacun de ses points ; 
et que le rapport d'intensité des actions totales de deux de ces 
portions n'en dépendrait pas davantage. 

Et par là on voit aussi que ,, dans le cas où Tinteusité de la 
force attractive dépendrait de la masse des molécules attirantes , 
il n'y aurait encore rien de changé si le corps attirant, au lieu d'être 
homogène , était d'une densité variable , pourvu seulement que sa 
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densité fût ^constante ^ pour chacune des couches sphëriques concen* 
triques ^ ayant le point attiré pour centre commun. 

Tout se passerait donc encore de la môme manière,- si l'action 
exercée par l'angle polyèdre , solide et indéfinî était de ces actions 
dont Tétude de la nature nous ofTre sans cesse des exemples , et 
dont le caractère propre est de cesser d'être sensibles à une distance 
sensible du contact. Le seul changement qui surviendrait alors est 
que la condition d'une ëtendue Indéfinie cesserait d'être de rigueur 
pour Tangle polyèdre qui pourrait , dans ce cas , être limité , da 
côté opposé à son sommet par une surface qu^onque ; pourvu 
seulement que les arêtes concourant à ce sommet fussent toutes 
d*une longueur sensible. 

On volt donc que , dans cette dernière hypothèse , si Ton conçoit 
un polyèdre fini et homogène , de figure quelconque ; i.^ Tactlon 
de ce polyèdre sur un point situé dans Tlntérleur de Tune quel- 
conque de ses faces sera la même que si cette face se prolongeait 
indéfiniment f et que le solide fût d^une épaisseur indéfinie : cette 
action sera donc la même pour toutes les faces , du moins tant 
que le point attiré demeurera à une dislance sensible des arêtes 
du polyèdre 

2.^ L'action de ce polyèdre sur un point de Tune quelconque 
de ses arêtes sera la même que si les faces de Tangle dièdre^ 
auquel cette arête se trouve appartenir , étalent Indéfiniment pro- 
longées ; pourvu toutefois que le point attiré demeure à une dis-, 
tance sensible des sommets du polyèdre ; mais Ici l'Intensité de la 
force attractive variera , suivant le plps ou le moins d'ouverture 
de l'angle dièdre ; de sorte qu'elle ne sera généralement la même 
que pour des arêtes appartenant à des angles dièdres égaux. 

3.® Enfin , l'aclion exercée par c6 polyèdre sur l'un quelconque 
de ses sommets sera la même que si toutes les faces concourant à 
ce sommet, et conséquemment toutes les arêtes qui s'y terminent, 
s'étendaient Indéfiniment du côté opposé ; mais encore ici raction 



Digitized by 



Google 



i36 CAS DITERS 

pourra différtt àa sommet k autre » auiYant la Bgati et la plui oti 
le moins d'ouverture de chaque angle polyèdre. 

Nous avons donc ici à nous occuper principalement , i.^ de 
rattractioo exercée par un corps homogène « indéfini d'une part et 
terminé de l'autre par une surface plane indéfinie « sur un point 
de cette surfîice ; 2.* de l'attraction exercée par un angle dièdre 
iolide , homogène et indéfini» sur un point de son arête; 3.® enfin » 
de Taitractlon exercée par un angle polyèdre solide ^ homogène et 
indéfini , sur son sommet ; ou , ce qui revient au même t nous 
avons à nous occuper de la recherche de l'intensité et de la di- 
rection de Tattractton exercée par un hémisphère , UQ fuseau ou 
un polygone sphérique sur le centrcT de la sphère. 

Mais , afin de rendre notre travail plus complet , nous nous 
occuperons d'abord, i.^ de Tattraction exercée par un plan homo-* 
gène y indéfini d'une part , et terminé de l'autre par une droite 
indéfinie , sur l'un des ' points de cette droite ; 2«^ de l'attraction 
exercée par un angle plan ^ homogène et indéfini, sur son sommet; 
ou ce qui revient au même , nous chercherons l'intensité et la di- 
rection de l'attraction exercée par une demi-circonférence ou par 
un arc quelconque de grand cercle p sur le centre de la sphère. 

LEMME L Déterminer tiniensitè et la direction de faction 
exercée sur le centre d^une sphère , par le trapèze sphérique isocèle 
compris entre deux méridiens quelconques et deux parallèles queU 
conques à téquateur ? 

Solution. Soit pris le rayon de la sphère pour unité de longueur. 
Soit a l'arc de l'équateur compris entre les deux méridiens qui 
terminent le trapèze , et dont nous adoptons les plus a gauche pour pre- 
mier méridien ; soient ^, 3^ les distances polaires des deux parallèles. 
Soit R l'intensité inconnue de l'attraction exercée par l'aire du 
trapèze sur le centre de la sphère ; cette force sera évidemment 
dirigée dans le plan d'un méridien également distant de ceux qui 
terminent le trapèze; c*est-à*dire, que sa longitude sera \a \\\ na 



Digitized by 



Google 



D'ATTRACTION. iSy 

9*;«^!ra donc plas i pour en connaître la direction, i[ue d*CD asiSgncr 
la distance polaire^ que nous désignerons par I. 

Cela . posé « concevons cette force R décomposëe j dans le plan 
de son méridien , en deux autres ; Tune P dirigée vers le pôle , 
et Tautre Q dirigée dans le plan de Téquateur ^ d'après les premières 
options de statique, nous aurons 

P^RCos.ê , Ç=fiSin.i . 

La force Q , se dirigeant au milieu de Tare de Téquateur intercepté 
entre les deux méridiens qui terminent le trapèze pouira ultérieu-^ 
rement être décomposée, dans Téquateor , en deux forces égales^ 
passant par les extrémités de cet arc ; et i en appelant S Toiie 4a 
ces forces , on aura 

Eliminant Q entre ces trois équations, on en tirs 

-R=V''p»+46'*Co».4a , Tang.l=: — 1- . 

de sorte que tout se réduit k trouver P et 5. . 

Pour y parvenir , considérons*! sur notre trapèze sphérique ^ un 
élément m , dont la longitude soit â? , et la distance polaire y. 
Supposons que cet élément soit lui-même un trapèze sphérique 
isocèle , compris entre 'deux méridiens interceptant çntre eux un 
arc dx de Téquateur , et entre deux parallèles interceptant entre 
eux un arc dy du premier méridien ; la surface de la zone infi- 
niment étroite dont l'élément m fait partie , ayant pour expression 
2wdyS\n.y ; U s'ensuit que la surface inême de cet élément sera 

— . awdySin,jr . c'est-à-dire , do^dySin.y -, et Tattraclion exercée par 

ce ^mème élément sur le centre de la sphère^* suivant la direction 
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du rayon qui lui répond , sera kdxdYSm.y ; h ixmi une coDStanfe 
qui dépendra de Tintenslté de la force allrçictlre. 

Décomposons cette attraction, que nous pouvons représenter par 
d'-fl , ea deux autres , Tune d*P dirigée vers le pôle , et Tautre 
d*Ç dirigée vers le point de Tëquatcur dont la longitude est x\ 
par le principe de la composlli^n des forces , nous trouverons ^ 
pour les deux composantes , 

d*P=A:d;rdjSîn.yCos./ , d*Ç=A:djrdySIn.»;r . 

Décomposons cette dernière f dans le plan de IMquateur , en deux 
autres passant par les. points de ce cercle dont les longitudes sont 
o et il ^ en désignant cette dernière par à^S > nous aurons 

d*5=d«Ç. ^ = ^rj^ djrdySIn.*SIn.*jr . 

Intégrant unç pren^ièrc fols ^ par rapport ^ x ^ entre ^=0 et 
âr=a » nous aurons 

dPsAt/d/Sin.yCos.^ , d5=54djrSin.*yTang \a . 

Intégrant une seconde fois, par rapport ^ y^ entre j=3^ ety=j, 
il viendra 

P=iAtfSin.(H*0Siii.(3— AO . 

5= ; ATang. f a. { (3— *0— Sin.(*— 3^,Cos.(H30 } • 

Substituant enfin ces valeurs dans celles de R et Tang.l, trouvées 
ci-dessus ^ nous aurons 

T««»i-?i?li" (3-»)-S;n.(i— &OCo».( ft+io 

lâDg.*- — -, -_—-__-_ . (II) 
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Et toUas sont les deux formules fondamentales desquelles nous all6ns 
déduire successivement tous* les cas patticuHers» 

PROBLÈME L Déterminer tiAtmsUè et h direciicn de la 
forcé attractive cmercée par un arc de petit cercle sur le centra 
de la sphère ? 

Solution* Soit suppose l'arc de petit cercle dont il s*agit paral-^ 
lèle à Tëquateur, et soit a Parc de cet ëqUateur compris entre les 
mëndiens qni le terminent; Soit , en outre y h la distance polaire 
de cet arc. On obtiendra la solution du problème en faîissant , dans 
les formules (1,11), 3^=^— d3 , et observant que Sin.d^=:d3| et 
que Gos.d^aBi. Il viendra ainsi - 

^=^d^.Sin.i.y/a>Co».>^-f-4Sin>.ya6in*»^ r 

Tang.fca -.y^ . Tang.* . 

Il est d'ailleurs ëvident que cette force sera dirigëe dans le plan 
du méridien qui divise en deux parties ëgales l'arc dont- il s'agit. 
Corollaire. Telles seront donc aussi Tintensitë et la direction de 
Vactlon exercëe par une portion de surfate conique droite homo- 
gène , soit indéfinie, soit à base circulaire » comprise entfe deujt arêtes 
ou génératrices rectilignes , sur un point placé à son sommet , en 
supposant que Tangle générateur est ^ , et que les plans conduits 
par l'axe et par les deux génératrices extrêmes forment entre euK 
un angle dièdre égal \ a. 
. Remarque, de l'expression de Tang.l on conclut 

a : Cord^j : : Tang.3 : Tang.f $ 

Byais ,, si Ton suppose le rayon de ïa sphère infini , les arcs de 
grands cercles se confondront avec leurs tangentes \ de sorte que 
Ton aura alors 
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a : Cord^ : : 3 ; i ; 

maïs 9 A*un tutre ci^të , les actions exercées par les difF^rens points 
de Tare seront égales et parallèles ; d*où il suit que le point où 
la force 72 rencontrera la surface sphërique devenue plane « sera le 
centre de gravite de Tare dont il s*agit ; on a donc cette proportion : 
Un arc est à sm corde comme son rayon est à la distance de 
son centre de figure à son centre de grafité ; ce qui est conforme 
aux théories connues. 

PROBLÈME IL Déterminer rintensiti et la direction de la 
force attractive exercée par la circonférence d*un petit cercle sur 
le centre de la sphère ? 

Solution. En désignant par h la distance polaire de ce petit corde » 
il suffira , pour résoudre le problème , de supposer a=s2« , dans 
les formules du problème précédent , ce qui donnera 

R=L2wkàhJSinJbCo%B:=iwkiiJSisx.2h » Taogi==o . 

Ainsi ^ cette attraction « dirigée vers le pâle , est proportionnelle av 
sinus du double de la distance polaire, ou, si Ton veut , au sinus 
du diamètre sphérique du petit cercle dont il s'agit ; elle est done» 
toutes choses égales d'ailleurs » la plus grande possible pour le 
parallèle moyen. 

Corollaire. Telle est donc aussi Tattraction exercée par une surface 
conique de révokition, soit mdé£nie soit à base circulaire , sur un 
point placé à son sommet ; elle est donc la plus grande possible 
pour une surface conique dont Tangle générateur est demi-droit 

PROBLÈME IIL Déterminer tintensité et la direction de la 
force attractive exercée par un art de grand cercle sur le centre 
de la sphère f 

Solution. 
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Solution. II ne a^agit pour cela que de faire l^\w ^ dans les 
formules du Problème /, lesquelles deviendront ainsi 

jR=2Ad^.Sîn.| j . Tcng.l=:OD« 

Ainsi ^ cette attraction^ dirigée vers le milieu de Tare > est pro*^ 
portionnelle au sinus de sa moitié , ou Ji la moitié de sa corde , 
et conséqoemment à sa corde même ; elle est donc la même pour 
un arc que pour son complément à la circonférence , ce qui est 
dVilleurs éyident, puisqu'elle doit être nulle pour la circonférence 
entière ; elle est donc la plus gvande possible pour une demi- 
circonférence. 

Corollaire. Telle sera donc aussi la loi d'attraction du plan d'un 
angle indéfini ou d'un secteur de cercle , sur un point situé II son 
sommet ou centre. 

Remarque. Si l'on prend pour unité d'attraction celle qui est 
exercée soit par un quart de circonférence on par un quart de 
cercle, soit par le plan d'un angle droit indéfini , sur son centre 
ou sommet , on aura 

I =3 Adi. \y/l , d'oi kàb=^ \ y/2 ; 

au moyen de quoi la valeur de R deviendra 

jR=V^â.Sin.7tf . 

C*est sous cette forme que nous emploirons R dans le problème 
suivant. 

PROBLÈME IV. Détermirter t intensité et la direction de la 
force attractive exercée par le périmètre d'un triangle sphériqne 
quelconque sur le centre de la sphère ? 

Solution. Soient j4 , B ^ C les trois angles du triangle , et ^ , 
^ ^ ^ les côtés respectivement opposés. D'après ce qui préaêde , 
Tom. X. >9 
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tout se réduira k déterminer l'îiitensîté et la direction de la résul- 
tante R de trois forces X , Y , Z , dirigées suivant tes rayoris 
qui passent par les milieux des côtés a ^ b ^ i: » du triangle , et 
ayant respectivement pour expressions 

Jt*/I.Sin.itf , r=v/3.Sîn.ii , Z=/7.Sln.fi: . ' (i) 

Désignons respectivement par « » ^ , y les arcs de grands cercles 
qui joignent les milieux consécutirs des côtés du triangle , m étant 
opposé ik a j ^ *di b cl % ^ c \ soient de plus a ^ y ^ z \e% arcs 
de grands cercles menés des mêmes milieux au point inconnu où 
la sphère est percée par la résultante , x partant du milieu de n , 
Y du milieu de ^ et z du milieu de c ; nous aurons y par les 
théories connues (^) , 

A*==Jt*+l^-4^^*+arZ(::os.-4-2Z-S:Cos./s+aATCosy . (a) 

iîCos^=-Y+rCos.y+ZCos.^ , j 
7ICos.y:;:r+ZÇos.-4-XCos.y , .' (3) 
iîCos.z=Z+-XCos./i4-rCos.« . ) 

Cela posé , considérons Je triangle dont les trois côtés sont 
y» 7^> 7^ * ^^ ^^"^ lequel conscquemmcnt Tangle opposé à y est 
Ci ce triangle dd/înera » comme Ton €alt« 

Sîn.7flSin.^^Cos.C=Cos.y— G)s.7tfCos.{3 ; 
mais le triangle proposé donne 



C) Vojre^ la pig. 5S du préoédent voluin*. 
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ou bien 

divisant donc cette dernière par la première , afin d*ëliniîner Cos*^ , 
nous aurons 

4Cos.7tfCos.-^ = 



Cos.y— Cos. j aCos. jà 
•tt f en chassant le dénominateur et transposant , 

4C0S. { aCos î iCos.y = Co$.€'^Co$.aCos.i'^4^os.* ^aCùs^'i h ; 
niais on a 
4C0S.* f ^zCos.* 7i=(i+Cos^)(i-|-Cos.^)a: i^Cos.a^CosJf^os.oCot.h j 

substituant donc » réduisant et forniant les équations analogues pour 
les deu^ autres triangles dont # et /i sont des côtés > nousaurQUS 

4Cos.f iCôs.t^Cos «=i+Cos.ii+Cos.i-l-Cos.r p ] 
4Cos.^^Cos.^/2Cos.^=i+Cos.tf+Cos.i-f-Cos.^ , > (4) 
4Cos.[tfGos.73Cos.>f= i+Cos.ii-f-Gos.3-f-Cos.r • J 

On peut donc» à l'aide de ces dernières formules ^ calculer Cos.« , 
Cos*/8 ^ G)s.y , en fonction de û ^ b , e. Les prx^mières dopnc^ro^l 
ensuiter R^ x ^ y ^ z ^ en fonction de ces mêmes quantités. 
Par des principes connus , on a 
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» +Cosui-KJosi4-Cos^ = aG)s.* { a+aCos. { {i+c)Coa. ^b—c) ; 
ou , en développant et réduisant , 

I •|-Co9.tf+Cos.^Gos.f= 2C0S.' jfl+aCo9.'îKIo8.*fo-2Sm.* j3Sin.*7tf ; 
ou , en transformant les sinus en fonctions de cosinus et réduisant , 
i+Co8ui+Cosi+Cos^=3(Cos.»7J-|-Co».*43+Co8.»7tf— 1} , 
ou enfin 

i+Cos.0+Go$^+Gos^=a{Cos.*fH-Cos.S£-$in.'fa(; 

substituant dans la première des équations (4) > et exécutant sur 
les deux autres une transformation analogue , nous aurons 



aCos.f3Co8.îfCos.«=Cos.*fH-Co»*r<?— Sin.«;a , \ 
aGos.7£Gos.;aCos./i f Cos.*t<:+Cos.*f <i - Sin.*;* , 
aCos.f«Cos.;*Co».y = Cos.'fa+Cos.'f 3— Sin/f^ . 



(5) 



Présentement, en vertu dys formules (i)^ on a 

X*+jn+Z«=a(Sîn.*Jtf+Sin.i*+Sin.-^^) ; 
tu a ensuite > en yerin des mêmes formules et des formules (5), 
2rZCos.«+2Z-XCos./8+aArCos.y 
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Gos.x6Gos,?c 
2Sîii.rrS5n.jfl(Cos.>f^+Cos.»rû— Sin.*f^) 



OU , ten réduisant au même dénominateur , r ' 

(irZCo8.ii+^XCos.iH^YYCos.y)Cos. f aCos. 4 »Goa. f c 
ssSin. f aCo8.a 4 a(Sin. f 3Go8. 7C-fCoi.75SÎD. f 0— Sin.« f aCos. >oStn. 4 »Sin. f c 
+Sin.46Cos»»f »(Sin. fcCoa. ra4-Cos.7^SiD.Ta}— SIn.>f ^Cos.f frSin.f cSin.^a 
4^n.icCoM ielSîn. f ûCo«. j H^Cos. iflSin. 4 »}— Sim fcCos. f cSin. { àSiD.ib; 
#u encore 

. = Sîn. i aCos.^ i flSîn. J (*+r)— Sin.« { aCos. f rôîn. J iSîn. f ^ 
+Sin.fiCos.*^iSin.K^+^)-Sîn.*liCos.^*Sin.i^Sin.ia 

•a enfin 
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=Sîn.ftfCo8.^tf[Cos,JjSîn.|(i+0— Sîn.xûSin.^tôin.i^} 
*|-Sin.f ^Cos.iA { Cos. ^ASÎn.7(r+tf)— Sin.i ASln.jrSin.f n } 
-^-Sin.4 cCos. 7 c { Cos. 7^Sin.; (a+*) — SHi.^^Sin.l^Sin. 7 i \ 

mais , de la valeur de JC*+^*+^* trouvée ci - dessus , on peut 
conclure 

{X*+r+Z')Cos.iaCos.}bCo5/-c 

=a(Sin.*iii+Sin.*7i+Sin.fi:)Cos-7ûCos.;iGos.ii: i 

ajoutant à cette expression le double de la prëcedente ^ et ayant 
égard k réquation .(2) ^ il yie/idr^ . / . 

A*Cos. { aCoÈ. { 3Co9. { c 

suS!n.4 aCos. i a [ Cos. ^aSin. { (»-f c)+Sin. 4 a(Cof . { 3Cos. ic«-.Sin.f fôin.^e) } 

4-aSku ibCQ9. i i (Cos. {bSln. { {c+a)+S\n. ib(Co$. { « Cos. { a— Sin.^ cSin. {a)\ 

4-aSo. { tfCos. {c{ Cos. i rSin. i (a4^}4-Sin. { <;(Co«. { aCos. f 6— Sîn. ^ aStn. ^ k \ 

011 encore 

=Sin.a { Cos. { aS\n. { (34-^)+Sio. ^ aCos. { (^+r) } 
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Sin.3 { Cqs. J fôîa. t :^ï4t/»>+S«u4 ICos. '- {c-^-a) } 

SIn^{ Cos. { cS\a. { (tf+^)-i-Sin. {cCo^.^(a+h)] 
ou enfin 

Il'Cos, rffCos.7iCos.7C=(S»n.<sr4-Sin.3+Slnu;]SiD. j(j+^4-«) 
d'où 



n^J/'!t. 



în.tf-f-Sîn^-4^in.r)Sin. 7 (a+3+c) 



Cos. faCos. 7^Cos.7C 



Telle est donc l'Intensité de Taction exercée par le périmètre du 
triangle sphérique sur le centre de la sphère , du moins en prenant 
pour unité Tactlon exercée par le quaH d'un grand cercle. Voyons 
actuellement quelle en' sera la direction* 

Cette direction perce la surface de la sphère en un point dont 
les distances aux trois sommets du triâiîgle sphérique ayant pour 
ses côtés « , jS , V sont x ^ y ^ z. Cherchons Tare de grand cercle 
abaissé perpendiculairement de ce\.méipe point sur Tun quelconque 
des côtés de ce triangle , sur y par exemple. Cet arc de grand 
cercle n'est évidemment autre chose que Tare abaissé perpendicu* 
lairement sur le côté.;^ ^ du. sommet opposé. , dans le triangle sphé- 
rique dont les trois côtcs sont y, ir; y. Représentons par f Tare 
cherché y et soient 6 » // les angles du triangle respectivement 
opposés à X y y \ dans le ti:iangle sphérique rectangle dont l'hy« 
pothénuse est x et Tun des côtés de Tangle droit f , nous aurons 

SIn.f=sSîn.xSÎQVJBr ou ' Sin.'^=:SIn.*jrSin.^tf ^ 
ou «ncora 
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Sin.Vî=Sin.»jr;i-rCos.'H) ; ' 

aab, par les formules coaoaes, 

^ _, Co<.v— CcM.yCot.« 
Sin.y9in.ap 

d'oà 

^ ^ Sin.*ySîn.«jp— fCo8.y— Cos.>Co«^)» 
Sîo.'ySiA«*x 

^ (t— Co8.»y)(i— Cos.»*)— (Cos r— t!o».vCaf^)* 
Sin.'ySÎD.'x 

l«—Coi.»y"i— <!os.«x— Co8 *>^+2Co« vros.JcCos.r 

SB I i 

Sûk'ySiiu'x 
•ubsiiluant cotte valeur dans celle de Sin.*f , elle deviendra 






d*où encore 



-, Co8.*4P-2Cos.irCo8.j^o8;y*fCo9.y 



valeur que Ton peut encore' écrire sous cette forme 

_, ^ (HCo«.ar)*-i(nCof,5PHRCo8.r)Cosy+(RCo8.v)> 
Cos.'fss ■ • 

En substituant dans cette expression pour ACos.jp et BCos.y Uw 

valeur 
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D'ATTRACTION. 1^9 

tileurs données par les équations (3) , elle deviendra ^ en rëduisanc 

et ayani égard à l'équation ^2) , 

"..I 

' . (I— Co«.«i-^i,»/l— Coâ.»v+aCo8.«Cot./lCo§.y)Z» 
COS >=a 1— -— j 



d'oà 

^. , J— C<»s.*»— Co8.«i8 

Sih.'ass n ^ 



^. . j— C<»s.*»— Co8.«ift--'Cos.*H-aCos.«Cos./lCo<.y Z» 
Sui. V~ • 



Or , i? est connu , par ce qui précède ; • t # , r • sont donnés , 
toit par les équations (4) 9 soit par les équations (5); enfin» par 
les équations (i) on a Z*.=î:2Sîn.*f ^ j on a donc, tout ce qui est 
nécessaire pour déterminer Tare de grand cercle f abaissé du point 
cherché sur le côté y du triangle sphérique dont les côtés sont 
• f /i , y ; on pourra donc , de la même manière , obtenir les arcs 
de grands cercles abaissés du même point perpendiculairement sur 
les deux autres ; on connaîtra donc ainsi les arcs de grands ceji'cles 
abaissés perpendiculairement du point cherché sur les trois côtés 
d*un triangle sphérique donné de grandeur et de situation ;' ce 
point peut donc être considéré comme étant complHement déterminé. 

Corollaire* Nous avons donc aussi résolu le problème où il s'agi-* 
rait de déterminer Tintehsité et la direction de l'action tptale.de 
la surface d'un angle trièdre , soit indéfini , soit terminé p^r des 
arcs d'un même rayon quelconque , ayant leur centre commun à 
son sommet , sur un point situé à ce sommet» 

Refhar^uâ I. On se conduirait d'une ipanière analogue a'il était 
question de déterminer l'intensité et la direction de Taction totale 
exercée par le périmètre d'un polygone sphérique quelconque sur 
le centre de la sphère , ou s*il était question de déterminer l'in^ 
tensité et la direction de Taction totale exercée par la surface d*un 
angle polyèdre quelconque , soit indéfini , soit terminé par des arcs 
d'un même rayon quelconque p ayant son aommet pour centre corn* 
Tom. X. i 20 
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i5o CAS DIVERS 

mun , sur un point situé à cc~ sommet ; mais U parait que les 
formules seraient d*une extrême complication. 

Remarque IL SI le rayon de la sphère devient infini, le triangle 
dont les côtés sont a , i^ c devient un triangle rectiligne ; et le 
triangle dont les côtés sont • , /s » y* devtentégalemeÉt un triangle 
rectiligne inscrit au premiei: , ayant ses côtés parallèles aux siens et 
conséquemmcnt d'une longueur moitié de celle de leur homologue' 
daifs celui-là; on a donc, dans ce cas, ys^^, d*où 

' Z*=2Sîn.*7r=s=2Sin.V t 

et par suite 

I— Co8.a«— Co8.»/l--^s.»y+aCo$.«Coi^Coi.y 



Sîn.V=â.- 



fl» 



f est donc alors une fonction tout-2i-fait symétrique ; le point, oh 
la résultante coupe le plan des deux triangles , lequel est alors 
évidemment le centre de gravité du périmètre du triangle dont les 
côtés sont a ^ i ^ c^ est donc également distant des trois côtés 
Mf 1^, Yp de Fautre; il est donc le centre du cercle inscrit i ce 
dernier ; ainsi , le centre de grapîii du périmètre d*un triangle 
rectiligne quelconque est le centre du cercle inscrit au triangle ree^ 
iiligne dont les sommets seraient les milieux des côtés de celui-là ; 
c*est le théorème de M. Poinsot. ( Voyez sa Statique, ) 

PROBLÈME V. Déterminer Nntensité et la direction de la 
force attractive exercée par une zone sphérique quelconque , à bases 
parallèles y sur U centre de la sphèrel 

Solution. Supposons que le pôle commun des deux bases de la 
fiône soit le pôle même de la sphère , et soient b ^ ^ les distances 
polaires des circonférences de ces deux 4>ase8 ; il ne s*agira évidem- 
ment, pour résoudre le problème, que de supposer tfssav, dans 
les formules ( I , II ) ; elles deviendront ainsi 



Digitized by 



Google 



D'ATTRACTION. i5t 

Corollûire. Telles seront donc aussi rintensltë et la direction de 
Taction exercée par un corps compris entre deax surfoces coniques, 
de même axe et de mèm^ sommet , dont les angles générateurs 
sont b , i^ , sur un point situé k ce sommet , soit que ce corps 
soit indéfini , soit qu'on le suppose terminé , du côté opposé à son 
sommet , par une surface sphérique de rayon quelconque , ayant 
ce sommet pour centre» 

PROBLÈME VL Déterminer t intensité et la direction de 
t attraction exercée sur le centre de la sphère , par la sur/ace du 
triangle sphérique mixtiligne isocèle compris entre deux grande 
cercles et le petit cercle ayant leur intersection pour pôle ? 

Solution-. Supposons que les deux grands cercles dont il s'agit 
soient deux méridiens formant entre eux un angle a , et soit è 
la distance polaire du petit cercle ; il suffira évidemment , pour 
résoudre le problème proposé , de supposer ^^s^o» dans les for« ^ 
mules (I| II )t lesquelles deyiendront ainsi 

Sin.fa a>— Sin.a> 



Tangjs: 



aSiiu4 



CoroUtfire. Telles seront donc aussi Tintensité etls direction d# 
raciion totale exercée par un. angle solide trièdre indéfini , termitié 
par deux plans et par une portion de surface conique de révolution 
ayant son axe dans Tintersection des deux plans « ^^^ ^9 point 
situé à son sommet ^ soit que cet angle solide soit indéfini , soit 
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i52 CAS DIVERS 

qu'on le suppose termmëyila côtë/opposë à son sommet, par un« 
surface sphérique de rayon quelconque , ayant ce sommet pour 
centre. 

PROBLÈME FIL Déterminer Tiniensîii et la direction de 
t attraction exercée par la surface d*un triangle sphérique bi^rec^ 
tan%le quelconque sur le centre de la sphère ? 

Solution. En supposant que les deux côtés égaux du triangle 
dont II s^agit sont deux méridiens formant entre eux un angle a\' 
il ne s'agira, pour résoudre le présent problème , que de supposer 
isz^w, dans les formules du précédent; elles deTiendront ainsi 

iR= rifv^tf«+««SiD.=»fa , Tang.l= \w. -î^l^ . 

On Toit par là que Tang.l tend sans cesse k derenlr ^ •> , ou que 
I tend sans cesse à devenir 80*^.57^.35^^ à peu près , k mesure 
que a diminue. 

Corùlfaire^ Telles seront donc aussi rikitenslté et la direction de 
l'action .totale exercée par un angle s61ide trièdre bl-rectangle suc 
son sommet , soit que cet angle solide soit indéfini / soit qu*on le 
suppose terminé , du côté opposé au sommet , par une surface 
sphérique de rayon quelconque , ayant ce sommet pour centre , de 
manière à former une pyramide sphérique bl*rectangle« 

PROBLÈME FUI. Déterminer Fintensité et la direction de 
Tattraction exercée sur le centre de la sphère par la surface d'un 
triangle sphérique tri^-rectangle ? 

Solution* Il tie s*aglt évidemment pour cela que de supposer 
ns^v, dans les formules du précédent problème, lesquelles de- 
Tiendront ainsi 
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B' AT TU ACTION. i>3 

Corollaire. Telles- sfifonX donc aussi Tintensitë et la direction dq 
faction lolale. exercée , soit par un angle solide, trièd ce trl-rectangl^ 
indë&nl, soit par une pyramide triangulaire spHerique solide tri- 
rectangle, sur un point, siti|ë à son sommet. 

Remarque. De même que nous avons pris pour unitë d*at|ractu>ii^ 
des angles plans, celle qui est. exercée ,par Tangle droit plan ; il 
garait naturel de prendre , pour unité d'attraction des angles solide^! 
polyèdres , celle qui est exercée par l'angle solide trièdre* tri«^ 
rectangle ; on a ainsi . 

x^l^ky/^. d'où *=^' . > 

Cest sous cette forme que noiis emplolrôhs I Tavenir la Valeur 
de*. î • 

PROBLÈMS IX. Déterminer rimensiii et la direcHon de Faty 
traction exercée par vnè calotte sphiiiqué tut lé centre de la 
sphère? ' ' '' '-.-.i-i- ; M ' . 

Solution. En désignant par i là distance polaire ih petit cercle ' 
qui termine la calotte dont il s'agit , on parviendra également k la 
solution de ce problème , soit en faisant i^sso , dans les formules 
do Problème V ^ soit en faisant iJ=:âir , dans les formules du ' 
Problème Vh Par l'une on par l'autre vole , on trouvera également , 
en ayant égard \ la valeur de k déterminée cUAessus , 

-R^-^ , TangJ=o . 

Cette' force , dirigée vers le pôle , est donc proportionnelle au quarr^ 
du sinus de la distance polaire du petit cercle qui termine la calotte ^ 
ou ce qui revient au même , au quarré'' du rayon de cette base ^ 
et par conséquent i l'airo même de. celte base \ elle est idonc U < 
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même pour les deox calottes qui complètent la surfaee spbérîqaet 
ce qui est dViUeurs éTÎdeot , puîsqu>I1e doit être niUIe pour la 
sphère entière. On peut remarquer encore que pôuir lés distances 
polaires de 3o* , 4^^ , 60^ , 90* , les intensités suirent té rapport 
des nombres i , 2 , 3 , 4* 

• Corollaire. Telles seront donc aussi rinlensitë et la direction de 
l'action totale d'un cône de révolution solide homogène et fnde'finr 
ou d'un secteur sphérique sur un point situé à ^^ sbmroe| ; cette* 
action sera donc la plus grande possible » soit pour un corp Tn« 
défini terminé d'une pari par un plan indéfini ,.soit pour un hémis» 
phère solide et homogène. 

Remarque. En rapprochant de la solution de ce problème celle 
que nous- avons obtenue pour )e JProblime //jf» on; en «ot| v«s« 
sortir une analogie très-remarquable entre Tune et Tautre. Le pian, 
du cercle qui sert de base è une calotte sphérique est en e/F«*t , 
par rapport à cette calotte , ce qu*est la corde d'un arc par rapport 
à cet arc même'; et ^ de même que |'attracfian isxjercée par T^re^ 
se trouve proportionnelle à sa corde, celle qu*exerce la calotte sphé* . 
rîque se ^ouvç '» semblablement , proportionnelle è Tajre i^e sa ba^e. • 

PROBLÈME X Déterminer rintensiti la direction de T attraction, 
exercée par un fuseau sphérique sur le centre de la sphère ? 

Solution. ]£n désignant par a Tangle des plans des deux grands 
cercles qui terminent 4e.fuseau-| il suffira évidemment de supposer 
3=:v, dans les formules du Problème FI , ce qui donnera, en 
ayant* d*ailleur8 égard à la valeur assignée è./r, * 



Tang.l= 0» • 



Celte force , dirigée vers le rAilleu de Tare de Téquatèur intercepté 
entre les deux méridiens qui bornent le ' fuseau , est d<^nc propor- 
tionnelle à Idcorde'de cet arc; elle est donc la même pour "un 
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D^AT TRACT ION. ^55, 

fuseau ^aekoDqufi que pour son complément à la sphère, ainsi aue 
^ela doit être ; elle est donc la plus grande possible pour la. surface, 
de rhémisphère. On peut encore remarquer que, pour les fuseaux, 
d^ 6oT 4 90* , i'8o^, les forces seront entre elles comme les nombres 
I , v/I ,. al * 

Corollaire^ Telles seront donc aussi llntensltë et la direction de 
Faction totale exercée soit par un angle solide dièdre homogène 
e^ indéfiot sur* un point de son strète, soit par un onglet sphë-\ 
rique homogène , compris entre les plans de deux grands cereles 
sur le milieU' 4le son arête rectiligne. 

Bimarfu£ L La comparaison tlês résultats que nous venons d*ob^ 
tenir avec celui où nous a conduit le Problème 111 donne lieu à 
im rapprochement tfèsHremar^uabie ; il consiste en ce que l'attrac* 
tion txeteiit ppr yn anglç, folid^ 4ièdre homogène et indéfini sfir 
un point de ^on arête croit et décroit exactement comme celle 
qu'exercerait sur le thème point' le pUa de la section fftte perpenr 
diculairemeYit i Tangle solide par le même point ; de aorte qu'il . 
n'y a absoiummt entre l'une et l'autre forces qu'upe simple diffî-* 
reace d'inteosité, 

Bemar^ue IL Si Ton demabdait quelle dk>it être la ^praodeur de. 
l'angle dièdre pour que ton action sur un point de son arèle fût 
double de celle qu'exercerait sur ce même point un angle trièdra . 
tri-rectangle dont il serait le sommet 9 il suffirait de faire iisa , 
ce ^ui dontierait 

Siiu f tf= T /l . à'oh Tang f ass/f 1 

cela donne ^^^60^ et tfsiao^. Ainsi , un point placé sur Tarète 
d'un angle dièdre solide honiiogèneet indéfini de 120^ , en est deux 
fois plus attiré > toutes choses égales d'ailleurs , qu'il ne le serait 
par un angle trièdre lolide tri*rectangle indéfini au sommet duquel 
Û le trenyerait situé. 
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,'56 CAS DIVERS 

LEMME II. Déterminer Viniensité et la iireeiîon de tatîrae^ 
tion exercée par une portion de fuseau sphérique infiniment étroit 
sur le centre de la sphère ? 

^Solution. En supposant que les arcs de grands i:ercles qui bornent 
I^ fuseau soient 4es arcs de méridiens, d'une longueur commime 
égale à ^ y et formant entre eux un angle égal k àa ^ il suffira 
éTidemment , pour parvenir an but , de changer ^ en dtf , dans les 
formules du Problème ^/; observant qu*alors Sin 7 d^ = fd^ , il viendra 



R^ 7^diiv^»i~a6$in^Cos^Sm.>» .9 Tang.l= 






PROBLÈME XL Déterminer Ttntiehsité et là direciîén detaf^ 
traction exercée par la surfaire itun iriartgle spkériquâ fuêkonqvé 
sur le centre de la sphère? * > '^ ' '^ . • . j ! 

Solution'. Le triangle spliéïique - dànt il «^Agit ëiant donné , '$t% 
angles et ses côtés doivent ^rétre aussi. Soient àonïTa ^' b ^ è ses 
trois côtés et A , B ^ C les angles respectivement opposés. Sup- 
posons-le tellement situé sur la sphère que son côté a se confonde 
av^ le premierméridieh et le soQinàet de son angle £ avec le pôle. 

Considérons sur te triangle une portion de fuseau infiniment 
ëlfoite ayant son sommet en € et se termihant au côté opposé c ; 
soit X Tangle que forme Tun des deux fnéridiens qui borne cette 
portion de fuseau avec le premier méridien ; soit âX Tanglo ^es 
deux méridiens qui le terminent , et soit enfin y leur longueur 
commune. jusqu'au côté c (car, à cause deJdngfe infiniment petit 
qu*ils comprennent , il est permis de les supposer égaux )• Si nous 
désignons par dJP l'action exercée par cet élément sur le centre 
de la sphère et par l Tangle que fait sa direction avec, Iq rajoa 
^ui va au pôle , nous aurons , par le 'Lemme II , 

àP=z 1 AATi/r»— aySiD./Gos./+SiD.y , Tang,lsa ^^^ 3"^—^ , r 

«t. 
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el , d'après les principes connus sur les triangles sphe^nqiies , les 
variables X ei y se trouveront liées entre elles par la relation 

Cos 4iCos.X=Sîn.tfCot.y— Sin.JïCoi.i7 , (i) 

de laquelle on tire , par dilFërentîation , 

ày.Smui=AX.{Cos.aS\ï\.X^Co\.BCos.X) . (2) 

Considérant , dans ces deux équations , Sin.^ et Cos.X comme 
deux inconnues, nous en tirerons 



(Cos.*/i+Col.*5:Sin.Jïi=Sin.û (Cot.5Cot.y+ ^ Cos.tf \ , 

(Co$^a+Cou*B)Sïn.r=^inuifCosaCoi.y-'^CoX.Bj ; 

ajoutant ensemble les quarrës de ces deux équations , nous aurons,; 
en réduisant, 

(Cos, WCot.»J9)=Sin.*ii ! Cot.*y+ f ^ Y | 5 

d'où 

drSÎP.jr 



dYsSim^ •- 



V/(Co5.>tf+Cot.»B)Sin.y— Sin.»aCo3.y ' 
substituant cette valeur de d^ dans celle de dP, elle deviendra 

dy.Sin.yx/y^^QjSin.yCos^'-i^n.y 
dP:=iikSïUM. 



}/ (Gos.»afGot.>£)Sin»^-Sùit*aC9S.^ 
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cherchons présentement k décorn|>oser cette force en troîj antres 
éD ^ àE f dF , passant par les sommets A ^' B ^ 6%. ou. plutÀtr 
cherchons senlement la composante à F passant par le sommet À ; 
attendu que de celle-là il sera . Ticile de conclure les deux autres. 
Pour y parvenir , remarquons que , par les principes de la statique 9 
on a . 

àP'.àF.i Sîn.y : Sîn.Cy— l) ; 
d'où 

dF=dP.!i:::^=^, 

aiiujr 
maïs, d*après Texpression de Tang.l, on trouye , 
Sm.i= r-^in.rCo«.y ^ 

V^*— ajr6in.yCo8.y+Siu.»y 

Cos.i= ~ 



d^où rësuice 

et par conséquent 

mettant enfin pour dP la dernière valeur trouTëe ci-dessus , nous 
aurons 
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Voie! donc fmaleniont à quoi se réduit la question. Il fatdra 
îAïi^Tùt âF , entre Xs=o et A=rC, c'est-^a-^îve , entre- -^. 

^ Cos.a+Col.B ^ C<i6.*CDs.C^Cot.B9î».C 
Cot.r= — — ^t—— ^ et Cot.yn ^ ^ , — t 



on obtiendra aînsî une expression de J^ que Ton pourra toujours 
amener h n'être uniquement fonciion que des trois côtés du triangle 
proposé , et de laquelle ^ par une simple pprnjut(\tion de lettrrs[on 
conclura les valeurs do D^ j?; on connaîtra donc les intensités et 
les directions de trois composantes D ^ E ^ F ^ passant respective- ' 
ment par les points '/f\ B , C ; d'où il sera facile de côncVure 
riutensité et la direction de leur résultante /?• . ' * [ 

Dans un article supplémentaire , nous ténterons^ d'iiîté^ér l'ex^^^ 
pesfiion de dF , e( de covipUlet 9msi la solution . 4f Pf^F^ 
problème^ ... . r 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problèmes de Géométrie. 

I. Uëterminer la surface d'un quadrilatère rectUigne circonscrit 
au cercle , en fonctions de ^bs quatre côtés ? 

II. Partager I Vire d'un quadrilatère rectiligne quelconque en quatre 
parties équivalentes» p^r deux droites perpendîcuUIrea entre elles , 
se coupant dans son intérieur ? . 

1!I. Déterminer l'aire dt% i^oadrilalère aphérique inscrit À un 
petit cercle , en fonction de st^ quatre côtés et du rayoa de la 
sphère ? 

IV. Déterminer Taire du quadrilatère sphériqoe circonscrit à 
"un petit cercle , en fonctions de ^i quatre côtés et du rayon de 
]a sphère ? 

V. Partager Taire d'un quadrilatère sphérique quelconque en 
quatre parties équivalentes , par deux arcs de grands cerclea ^ 
coupant perpendiculairement dans son intérieur? 
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PHILOSOPHIE MATHÉMATIQUE. 

Sûr remploi de Valgorithme des fonctions , dans la 
démonstration des théorèmts de géométrie ; 

Par un Ab o m n É. 



Au Eédacteijr des Annales i 
Monsieur ^ 



Je viens de lire dans U Bihlioihique uniperselle , ( octobre i8 19)-; 
pn article , signé des initiales F. M. ^ dans lequel Tauteur se propose dit 
défendre., contre les attaques de M. le professeur Leslie \ et de quelques 
autres géomètres de la Grande Bretagne , la démonstration donpéf 
par M. Legendre de la 32.'"* proposition d'Euclide , dans la note H 
de ses Èlémens de géométrie. 

En examinant cet écrit avec attention ^ il m'a paru que d*une 
pari le célèbre phyncien d'Edimbourg n'avait point complètement 
épuisé la série des ■ objections qu'on peut opposer au tour de dé^ 
monstration dont H prétend infirmer la validité, et que d*une autre ^ 
son adversaire n'avait peut-être point usé contre lui de toute \\ 
plénitude de sts avantages. 

• Or , comme la matière n'est pas moins importante qu'elle est 
Tom. X, ».• FI 9 i.V décembre 1819. aa 
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déllcalc , attendu la multitude des occasions où le tour de raison-» 
nement employé par M. Legendre pourcaii-*èUe applMioil^ si €A 
tour de raisonnenient ëtait une fois reconnu concluant ; j'ai pense 
qu'en attendant que quelqu'autre , plus habile que moi , nous dise 
clairement i quoi nous devons nous en tenir sur ce sujet , roui 
ne dédaigneriez peut-être pas , Monsieur , quelques réflexions pré-^ 
paratoires que je tous livre avec d'autant pliis de confiance qu'elles 
èotïi en qnetqile sorte votre ouvrage , n'étant , pour ainsi dire , que 
le développeméht des doctrines que tous avez vous-même cons- 
tamment professées en maints endroits de votre estimable recueil. 

Rappelons d'abord sommairemest le raisontiement de M Legendre , 
en lui donnant encore , s'il est possible , plus de force qu'il n'en 
a dans son ouvrage. 

Soient a ^ i f c les trois cAfés d'un triangle effectif , et soient 
A^ B, ^ les angles respectivement opposés. On prouve rigoureu* 
sèment , par la superposition ^ qtic , connaissant uniquement le côté 
c et les deux angles adjacents <^, B^ le triangle est complètement 
déterminé » de telle sorte qu'on en peut conslraite ta antre qui lui 
soit égal ; donc aussi , avec ces seules données , on peut parvenir 
à la connaissance des trois autres parties du triangle , qui consé« 
^Oftikem' 8dm dés foWfMhs de \o\xX ou fTanie de ces irois-U } 
4o0e , . éti ^paHleMrel* , fe trolsiMne angle i^ est ifuplus une fonction 
4es 'dtfttx aiMrëi 7t\-B él dû côté c auquel ils sont adjacents, 
Ôft peut ÛàtïC »ëcïri*è ■ 

C=Y{A\B,c)., 

F désignant une fonotion d'une {oniic IbconiMBa^ ei «l'otoTeuti iiuiif 
néanmoins coiaplèlement dëtemlinëe et ^unique I4 ne «poQvèBl ^se 
cpmposer d'aucun elénsetit é\tïv^tv\'A:f^B^'€i maièpotiimit fori 
tnen dViUeurs tiotpas se composer de -la'lolaUtë'tfe ees élMiens* 

Or , s'il était possible que le cdtë c doirâl 4«fis^l>a iioiripcisiliov 
4e cette fonction., on pounVil Iouîouifs ^ 4|^eUe ^^ue fftt «d'aiMâurs 
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la forme Je Tëqnation symbolique que nous venons d'établir , con- 
cevoir cette ëqaation résolue par rapport ii c \ ce qui conduirait 
à une autre équation de la forme 

c^f{J , B , C) , 

dans laquelle f désignerait une nouvelle fonction qui pourrait 
bien, iL^\à vérité, être susceptible de plusieurs formes , mais qui 
serait néanmoins complètement déterminée comme la première ; et 
dont la forme ou les formes diverses ne dépendraient uniquement 
que de la forme de celle-ci. 

Or y cette dernière équation est évidemment absurde; car elle 
exprime qu'un calcul fait uniquement sur des angles peut donner 
pour résultat final une longueur déterminée. Si quelqu'un pré* 
tendait admettre la possibilité d'une semblable équation , on' serait 
naturellement fondé a lui demander en quelle sorte d'unités elle 
donnera la longueur. ^ ? si ce sera en toises ou en mètres , ou en 
toute autre sorte de mesures linéaires ? et Tévidente impossibilité 
de répondre à cette question , prouve suffisamment Tabsurdité de 
l'équation qui y donnerait lieu. 

Puis donc que cette équation absurde est une conséquence ri- 
goureuse de la supposition que nous avions faitie que c pouvait 
entrer dans la composition de la fonction F ; il s'ensuit que cette 
supposition est elle-même absurde , et qu'ainsi on doit avoir sim- 
plement 

d'où il soit que deux triangles qui ont deux angles égaux cbaeon 
it cbacun , ont anssi le troisième angle égal. . £n partant de là on 
.parvient facilement | sans rien emprunter de la théorie ,dcs paral- 
lèles f et par un. raisonnement dont personne n'a jamais songé à 
(eontaslei la • rigueur ^ à démontrer que p >dans tout triangle ^ Ja 
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soinme des troLi angles vaut deux angles droits ) et la théorie dea 
parallèles ne présente plus dès-lors aucune . diiHculté* .. ^ 

Voici présentement les principales objections que M.^ le professeur 
liCslic et ses correspondans opposent à ce raisonnement ; je tâcherai 
également de les présenter dans toute leur force. 

!.• Suivant M. Leslie , Il n'est pas généralement vrai qu'une 
grandeur ne puisse Tésulter de la combinaison d'autres grandeurs 
tout ^ fait hétérogènes avec celles -U ; et la mécanique» en par- 
ticulier » offre plus d'un exemple de ces sortes de résultats. La 
raison en est que le calcul ne considère pas proprement les grandeurs 
concrètes , mais seulement les rapports de ces grandeurs avec leurs 
unités respectives , c'est-à-dire, des nombres purement abstraits • d*où 
M. Leslie se croît fondé à conclure que le raisonnement par lequel 
M. Lcgendre prétend prouver que le c6té c ne saurait entrer dans 
son équation tombe de lui-même. 

IL Tout en convenant que les angles et les longueurs sont des 
grandeurs absolument hétérogènes , M. Leslie pense qu'il n'existe 
entre elles d'autre dilFércnce que celle qui existe en général entre 
deux grandeurs hétérogènes quelconques , les longueurs et les 
temps , par exemple. En vain , suivant lut , voudrait-on se prévaloir 
de ce que les angles trouvent dans Tangle droit une mesure na« 
turelle. L'angle droit , ajoutc-t-il n'est pas plus la mesure naturelle 
des atigles que le quart du méridien, terrestre ti'est )a mesure na- 
turelle des Jongueurs , ou la rotation diurne de la terre la mesure 
naturelle des temps ; de manière que toute distinction qu'on voudrait 
établir en faveur des angles serait tout-à-falt Illusoire. 

IIL Dans la vue de montrer tout le faible de la démonstration 
de M. Legendre , M. Leslie en présente une sorte de parodie qui 
conduit à une conclusion évidemment absUrd^. . • 

Soient I dlt41 ^ ûy i, c les trois côtés id*un triangle effectifs et 

soient A ^ B ^ C \t^ angles qui leur sont resporctivetnent oppoaëa. 

On prouve rigoureusement , par la superposition y que i connaissant 

. unlquepient l'angle C et les deux côtés a^ ^ .^uil^ cempreiuMOti 
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le triangle est eoniplèteinent dëterminë , de telle sorte qu'on en 
peut construire un autre qui lui soit ëgal ; donc aussi , avec ces 
seules données , on peut parvenir à la connaissance des trois autres 
parties du triangle , qui , consëquemment , sont des fonctions de 
toute ou partie de ces tr^is-là ; donc , en particulier i le troisîèmç 
côté c est , tout au plus, une fonction des deux autres a , 6f et 
. de Tangie compris C. On peu! donc écrire 

F désignant une fonction d'une forme inconnue , si Ton veut , mais 
néanmoins entièrement déterminée et unique , ne pouvant se corn* 
poser d'aucun élément étranger k a ^ i , C y mais pouvant fort bien 
d'ailleurs ne pas se composer de la totalité de ces élémens* 

Or , s'il était possible que Tangle Centrât dans la composition de cette 
fonction , on pourrait toujours, quelle que fût d'ailleurs la forme deTéqua* 
tipo symbolique que nous venons d'établir , concevoir cette équation 
résolue par rapport à Ç i ce qui conduirait à une autre équatl99i 
de la forme 

dans laquelle f désignerait une nouvelle fonction qu! pourrait bien ^ 
i la vérité » être susceptible de plusieurs formes » mais qui serait 
néanmoins cop^plètemeot déterminée , comme la preipière , et doi^t 
la forme ou les formps diverses ne dépendraient uniquement que 
de la forme de celle-ci. 

Or I cette dernière équation est évidemment absurde ; ear elle 
exprime qu'un calcul fait uniquement sur des longueurs peut 
donner pour résultat final un angle d'une grandeur déterminée. Si 
quelqu'un prétendait admettre la. possibilité d'une semblable éqqa- 
tion,.on serait naturellement (onde à lui demander en quelle aorte 
, d'unités elle donnera l'angle . Ç ? si ce sera en degrés nonagésimaii;c 
QU eeatésio^ux , ou en toute aytre sorte de mesures angulaires? 
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et réTÎdente impossibilité de répondre à cette question prouve suffi- 

Bamment rabsurdité de Téquation qu! y donnerait lieu. 

Puis donc que cette équation absurde est une conséquence ri* 
jgoureuse de la supposition que nous arions faîte que C pouvait 
entrer dans la composition de la fonction F ; il s^ensuit que cette 
supposition est elle- même absurde j et quVmsi on doit avoir sioH 
plcment ^ 

r=F(/x , 3) ; 

d'où il suit que deux tr'a les qui ont deux cAtés égaux chacun 
\ chacun , ont aussi le trois < m^ côté égal ; conclusion absurde qui 
prouve tout le vide du laisonnetnent qui j a conduit j et consé« 
quemroent aussi tout le vide du raisonnement de M. Legcndre qui 
lui est sembrable en tous points. 

iV, On objecta encore & M. Legendre que son raisonnement est 

ÙM sorte de pètîlion de principe ou de cercle vicieux , en ce qu'il 

implique le fameux Posiulalum t3 dEucIide , qu'il devrait , au 

contraire , tendre à démontrer. Ce raisonnement suppose, en eifet, 

que, quelle que soit la longueur du câté c^ les deux autres côtés 

a J b %^ rencontreront néceateireàaent en quelque point , pour former 

l'angle opposé C. Il n*est donc pas surprenant , ajoute-t-on , qu'ad- 

ThetVant ce qn'EucIide admet , M. Legefndre parvienne à ét^Kr sa 

^2^*" prbpbsrtioo ; mats la maTtrière de procéder du géomètre fra»- 

*^kU ise trôurve aiiisi nHiV6ît* , thi côté de la rigueur, aueun avan* 

'^e )iM sur celle 'du '^éotà^e d'Alexandrie. 

V. On demande enfin k M. Legendre pourquoi , si son raisoiH 
ti^e^ëtit 5lyita'b6ltqûe étnfit rigouteux , il ne pourrait pas être traduit 
en ^n ^'alsorïnëmëht géométrique de la forme ordinaire ? et quel 
}irlv?Iëge sih^Hbr et Vratm^nt mexplieable aurait, en cet endroit , 
la hofatiom 'fbtfctîotitotëlle sur le la»ig<ige vulgahre. 

A Texémple de'M. F. BII. , avant de discuter ' et d'apprécier ces 
diverses bbjëcfidhs, j'AàbliVai d^abord mes J^riticipes > qui d'aîtieura 
*dliFérekH>nt , •yte "ctéh , très^iêû des siens. 
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Comme tous Tavez fort bien observe yous-métne » Monsieur^ 
( Annales f tom. VIII, pag. 366 et suîv. ) on ne peut' être con- 
duit à une grandeur concrète pour résultat d*un calcul ^ au'autant 
que ce calcul peut être réduit à la multipHcation d'une autre gran* 
deur concrète de même nature que celle-là par un nombre s|I)s* 
trait ; de telle sorte que X et A représentant des grai^^eurs con^ 
crûtes homogènes , et /i un nombre absolument abstrait quelcQnqije » 
la valeur de X doit être réductible à la forme 

X^nA } 

n pouvant d'ailleurs élre une fonction de tant de gràfideors Mnerètes' 
qu'on voudra , soit de même nature qne A ^ X ^ sofat dhine na« 
iure totalement différente {^y 

La première conséquence qui résulte de 11b , c*est qttSm raison- 
nement exact ne saurait conduire à une ëquajtion dajis laquelle 
une grandeur concrète se trouverait seule de son espèce , et que* 
conséquemment une équation de cette for.me est juqe ^qiiaUpp V^^^'^ 
\'h\t absurde. On voit , en effet , qu'en résolvant une fepnbl^bjte 
équation par rapport à la grandeur concrète dont il s'agit, il serait 
impossible d'en trouver la valeur égale à tme autre grandeur concrète 
de même espère qu'elle , multipliée par nii nombre abstrait. Ainsi 
û f b 9 c désignant les trois côtés d^nn triangle , tt A , B 9 C les 
angles respecti?ement opposés , nul dppte {^ue * dfs j^qua^^fis ,^« 
la forme 

et , par suite , des équations de la forme 

O Je ne dît rien da cas où X ceràit ^1 ft A divisée par vm 
lacMiibre iibitmiit , parce que te tai. rentre^'Aint e«hii^oii n serait- lut tnime na 
;.i^t]iit\ir8ctien^ailt«> '' 
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#=f(^ ,B,C), C=î(a , b ,c), 

ùe soient des équations tout-Sk-faît absurdes ; du moins tant qu'il 
n'y aura rien de sous-entcndu sous le signe de fonction* 

Mais si , pour qu'une équation entre grandeurs concrètes ne soit point 
absurde , il faut qu'elle renferme , tout au moins, deux grandeurs con- 
crètes de chaque sorte : cette condition , toujours rigoureusement n^ces* 
eaire , n'est pas néanmoins sufHante. Pour que celle d'entre ces 
grandeurs concrètes par rapport à laquelle on veut résoudre l'equrition 
•e trouve être égale k une autre grandeur concrète de même espèce 
qu'elle * multipliée par un nombie abstrait, il est déplus nécessaire 
que celtje équation soit séparément homogène par rapport à chacune* 
des sortes de grandeurs concrètes dont elle se compose ; car , soit 
par exemple l'équation 

^mitres ^ ^hcnm ^ | ^n^trct ^ 2 li«vet ^ /mëiret x 1 2 l>carn 

qu'un esprit peu attentif serait d'abord tenté de croire identique; 
on peut l'écrire ainsi 



équation dont riib$urdit'é est manifeste, puisqu'elle exprime finale- 
ment que 12 mètres sont égaux à 12 heures. 

En vain préte^drait-on objecter qu'on peut toujours , dans une 
équation, diviser chaque sorte de grandeur abstraite par son unité 
de mesure , et réduire ainsi l'équation i n'avoir simplement liei4 
qu*entre des nombres abstraits , et qu'ainsi si cette dernière est 
Yraie , celle d^où on' Taura déduite ne pourra être réputée absurde. 
Observons , en effet , que , lorsqu'on dit que Vuniti ne multiplie 
pi ne dii^ise , cette propo^^ition ne , peut et ne doit s'entendre que 
de l'unité abstraite } Tunité concrète est ^ ea effet , toot-à^ 

fait 



Digitized by 



Google 



FONCTIONNEL. 169 

3^-faît arbitraire ,' et il n'est aucune grandeur concrète finie qui ne 
puisse être prise pour telle ; d'où il suit que vouloir étendre retie 
proposition aux grandeurs concrètes reviendrait à prétendre qu*on 
peut impunément^ et sans lui faire subir aucun changement , muU 
tiplier ou diviser une quantité donnée par tout ce qu'on voudra ) 
et quon peut écrire , par exemple , 

5^^"^' cubes ^ toises cubes 5toî<M cnbef 

^toises cubes je: : — .. , , 

^ ^ toise linéaire | toise quarréc "^ |^ toise cube ' 

c*est-à-dire , 

- 5toises cubess:5toiies.qua]Téei2£5toûes linéaires^ 5°"^^' abstnitea • 

• / 

/ 

OU encore qu'on peut écrire 

5Hvres ^livret "^Uvrei S^^^*"** . 5^*^** 

jlivw ""^ |0nce — |gros "" j^dcaier "* | giaîa * 

• * / 

•'est-i-dire , 

5=80=640=1926=4^80 • 



Lors donc que , dans la vue de réduire une équatioti à n'exister 
qu'entre des nombres abstraits , on divise chacun des elémens concrets 
dont elle se compose par son unité de mesure , pour que cette 
opération soit periiiise y il fput quVlle revienne à diviser tous (es 
termes de l'equalion par une même quantité; ce qui ne peut évî- 
-demiii'ent avoir lieu qu^autant que, comme nous l'avons déjà dît, 
celle équation sera séparément homogène par rapport à chacune 
Tom» Xé a3 
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des sortes de grandeurs concrètes dont elle se composera. Or ^ toute 
ëquaiîon qui présente un sens raisonnable doit être réductible à une 
équation entre des nombres abstraits / car , comme nous l'avons 
vu ci-dessus , toute équation qui présente un sens raisonnable^ est 
réductible à la forme X^nA % dans laquelle n est un nombre 
abstrait et A ei X des grandeurs concrètes d'une même nature 
quelconque; or , en écrivant cette équation sou^ cette forme 



X 



OIT >oit qu'en effet elle se réduit 2i une équation entre deux nom- 
bres abstraits ;' puis donc que, d'un autre côté , une équation ne 
saurait , par des procédés légitimes , être amenée à ne contenir que 
des nombres abstraits , qu^autant qu'elle est homogène par rapport 
à chacune des grandeurs concrètes dont elle se compose en par- 
ticulier ; il s'ensuii qu'une équation qui ne satisfait pas à cf^tte 
dernière condition est une équation tout-à-fait absurde, à moins 
cependant que l'égalité n'ait lieu séparément entre diverses de ses 
parties prises séparément , et satisfaisant à cette même condition ; 
auquel cas ce ne serait plus proprement une équation unique , mais 
le système de plusieurs équations réunies dans une seule ex- 
pression. 

Je ne dirai donc pas, avec l'estimable antagoniste de M. Leslie, 
qu*on n'a jamais vu , dans les questions de mathématiques , les 
inconnues être autre chose que des nombres abstraits ; et je me 
bornerai simplement à convenir qu'on peut toujours, si Ton veut, 
faire en sorte que ces inconnues ne soient pas autre chose; mais 
je conçois fort bien une équation entre grandeurs concrètes , de 
tant d'espèces dilTérentes qu'on voudra , sous les conditions énoncées 
ci-dessus , et vous avc« vous-même , Monsieur , donné plusieurs 
exemples dé ces sortes d'équations , en l'endroit déjà cité. Je conçois 
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donc fort bien aussi que la solution d'un problème puisse donner , 
pour la grandeur concrète inconnue ^ une grandeur concrèie de la 
même nature , multipliée par une fonction d'autres grandeurs con* 
crêtes de nature quelconque , pouvant finalement se réduire à un 
nombre abstrait. 

Je ne dirai pas non plus , avec M. F. M. y que Tart de Tanaliste 
consiste à savoir écrire les questions de telle sorte que les inconnues 
soient des nombres abstraits parce que , d*une part , comme je 
crois l'avoir prouvé , cela n'est point du tout nécessaire , et que 
d'une autre y cela est toujours possible , lorsqu'il ne s'est jjlissé au- 
cune erreur y soit dans le raisonnement , soit dans le calcul. La 
condition de pouvoir réduire les inconnues à devenir des nombres 
abstraits n'est donc au fond que la condition de bien raisonner , 
laquelle n'est pas plus particulière aux recherches mathéniatiqQcs 
qu*à celles de toute autre nature. Mais je pense , comme vous ^ 
Monsieur, qu'il peut être utile de ne pas dépouiller les élémens 
d'une équation de leur qualité concrète; puisque c'est là un moyen 
aussi sûr que facile de découvrir, à la seule inspection , les erreurs 
de raisonnemens ou de calcul qui auraient pu se glisser dans la 
solution d'un problème ; et c'est ainsi , par exemple , que nous 
avons cl-dessus reconnu l'absurdité d'une équation qui , en dépouillant 
les nombres de leur qualité concrète , nous aurait , au contraire , 
semblé identique. 

r 

Je ne pense pas que la doctrine que je viens d'établir , et qui 
ne saurait jamais souiTrir*d'exception , puisse présenter aucune diiH- 
culte, tant qu'on n'en voudra faire Tapplication qu'à des grandeurs 
simples , telles que des longueurs , des surfaces , des volumes , des 
temps , des angles , etc. ; mais il est des cas où elle semble ^ au 
premier aspect , être en défaut , et ce sont ceux où l'on veut 
l'appliquer à certaines grandeurs complexes , fonctions de .grandeurs 
simples, telles , {>ar exemple, que des vitesses^ des densités, des 
forces motrices , etc. Il semble , en effet , que les équations 
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que Ton rencontre en mdcanîque soient en opposition formelle avec 
ce qui précède ; puîque non seulement elles ne sont pas homogènes 
par rapport à chacune des grandeurs concrètes entre lesquelles elles 
éîahllssent des relations, mais que de plus chacune d'elles n'entre qu'une 
fois dans l'équation où elle se trouve. Mais toute difHculté disparait 
en considérant que les mois vitesse j densité , force motrice, 
etc., ne sont que des dénominations introduites par abréviation dans 
la science , et auxquelles il faut toujours mentalement substituer 
les fonctions Je grandeurs simples dont elles sont le symbole. Ainsi , 
par exemple'; ce qu'on appelle vitesse , dans le mouvement uni- 
forme '^ n'est au fond que le quotient de la division d*un espace 
parcouru par le temps employé à le parbourir ; désignant donc par 
^ et / cet espace* et ce temps, nous aurons 



r=f. 



qui , substituée dans la première des équations cl dessus, la change 
en celle-ci 

e T 

t t 



qui rentre complètement dans notre règle , puisqu'elle donne un 
espace égal à un autre espace multiplié par le quotient de la division 
de deux temps , c'est-à-dire , par un nombre abstrait ; et il en 
aérait de inéme pour les deur autres équations* Il est si vrai quêtes 
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vitesses , les densités et les forces motrices ne sont point proprement 
dey grandeurs, mais seulement des combinaisons de grandeurs , que 
tandis qu'on est clairement entendu lorsqu'on dit une longueur de' 
3 mètres , une durée de 5 heures , un poids de 8 livres , on cesse 
au contraire de l'êlrô lorsqu'on dit une vitesse de 3 mètres , une 
densité ou une force motrice de 8 livres , et que , pour rendre ces 
locutions intelligibles, il est indispensable d'ajouter à quel temps 
répond cette vitesse, à quel volume répond cette densité et à quelle 
vitesse répond celle force motrice. 

Je dois presque m'excuser , Monsieur , auprès de vos lecteurs , 
pour les avoir arrêtés^ aussi Mong-temps sur des notions aussi élé- 
mentaires y je dirais presque aussi triviales ; mais ce n'est pas ma 
faute si les traités élémentaires gardent tous le silence ^r dés choses 
qu'ils devraient tous contenir , et si, suivant l'expression de d'Alembert, 
on a beaucoup plu's songé jusqu'ici à ajouter à l'édifice qu'^ en 
éclairer l'entrée. Je me hâte de passer .à l'objet principal de cette 
lettre^ en reprenant, dans leur ordre, les objections opposées à la 
démonstration de M. Legendre. ' 

L Je croîs avoir victorieusement . établi , contre M. Leslie , qw 
jamais aucune grandeiïr concrète lic saurait résulter d'^in. calcul 
exécuté sur d'autres grandeurs concrètes toutes d'une nature dif£é- 
rcnte de la sienne; et je crois avoir prouvé en même t^irips que 
les équations derla mécanique , dont le physicien .,d'Edinbourg perisajt 
pouvoir tirer avantage contre M.. Legendre , ne dérogent- aucune^ 
ment à celte loi. Ainsi, point de doule d'abord que. M. Legendre 
ne soit très- fondé à rejeter <;ommc absurde Téquation /r=r=f(-^, B ,- C) 
ou son équivalente C*=F(^ , B\ c). 

II. Quoique je sois très-loin de prétendre , avec M. Legendre , 
qud tout angle e»t un nombre abstrait^ je n'en suis pas moins dans 
rintime persuasion que M. Leslie est complètement dans l'crreut , 
lorsqu il admet une exacte parité entre les angles et toutes les 
autres sortes de grandeurs concrètes. L'angle est, en efTct, la seule 
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grandeur dont on puisse se former une idée absolue ^ une îdëe 
communlcable par des mots, sans le secours d'aucune comparaison 
à d'autres grandeurs de la même nature ; c'est aussi la seule gran* 
deur qui soit nécessairement limitée dans ses accroissemens ; car , 
bien que le calcul puisse souvent conduire à considérer des angles 
plus grands que quatre angles droits , il n'en demeure pas moins 
certain que Tusage que Ton fait des angles en géométrie n'exige 
jamais qu'on en emploie aucun qui excède cette limite. Que l'univers 
croisse ou décroisse dans une proportion constante quelconque, tout 
croîtra ou décroîtra suivant celte même proportion : les angles seuls 
demeureront invariables ; et c'est même là le fondement de la 
similitude. En un mot , il n'y a , pour les angles , ni microscope 
ni télescope ni illusion optique ; et le plus ou le moins d'inter- 
valle qui nobs en sépare ne change absolument rien à leur aspect. 
Lors donc qu'on dit que toutes nos connaissances roulent unique- 
ment sur les rapports que les choses ont entre elles , cette pro- 
position ne peut être admise que sous la condition de faire , à 
l'égard des angles , une exception formelle. 

La parité que l'onr voudrait établir entre l'angle droit , considéré 
comme mesure naturelle des angles , et le quart du méridien ter- 
restre y considéré comme mesure naturelle des longueurs , ou encore 
la durée de la rotation diurne de notre terre , considérée comme 
mesure naturelle du temps , me paraît reposer sur une équivoque 
palpable , et ne saurait être sérieusement soutenue. Que veut-on 
^ire , en effet i lorsqu'on dit que le quart du méridien terreMre et 
ses sous-multiples sont des unités de longueur prises dans la na- 
ture ? Sinon que ce sont des unités qui ne sont pas plus parti- 
culières à une contrée de notre globe qu'à toute autre ; que ce 
sont des unités que tous ceux qui l'habitent peuvent également 
regarder comme les leurs , parce qu'ils se trouvent tous en même 
situation par rapport a elles. Ce sont des unités^ prises dans notre 
nature humaine et terrestre ; mais qui ne sont pas plus naturelles 
pour le$ habitans de Saturne ou de Jupiter que ne le .serait pour 
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nous la longueur du quart du méridien de Jupiter ou de 
Saturne. Que ^ par un ëvënement qu'on ne peut prévoir , les di< 
mensions de notre globe viennent à éprbuvér quelque changement ^ 
et dès-lors notre mesure naturelle des longueurs cessera de Tétre , 
parce que dès-lors nous vivrons sous Tempire d'une nature différente ; 
et tout ce que je dis ici du quart du méridien terrestre , considéré 
fomme mesure naturelle dés longuctirs y petit être rigdùireusement 
appliqué ^ muiatis mutandis , a la durée du jour et de ses pàriièr, 
considérée comme mesure naturelle du temps* 

La vérité est qu'au lieu de considérer l'angle droit comme là 
mesure naturelle des angles, il serait peut-être mieux ^ pour éviter 
toute équivoque , de dire que l'angle droit est une mesure des an« 
gles prise hors de la nature matérielle. Que Ton conçoive , en 
effet , tout l'univers anéanti , nos mesures |]lrétendues naturelles des 
longueurs et des temps le seront avec lui ; mais pourvu qu'il reste ^ 
dans cet univers détruit, un plan -fixe et indéfini et un être Intel*' 
ligent , cet être pourra encore se former une iâée nette de Tangtë 
droit, et créer même la géométrie rationnelle toute entière. 

£n un mot, si les angles ne présentent aucune dtfféreb&e în-= 
triusèque avec toutes les autres sortes de grandeurs sim{>les , qu'on 
exsaye donc de découvrir dans l'étendue linéaire ou dans la durée 
indéfinie quelque nombre absolu ^ analogue au nombre w , que 
Ton dé4uii si naturellement de la considération des angles ? 

IIL Je passe à l'objection la plus grave peut-être. Comment, dit-on^ 
si le raisonnement de M. Legendre était concluant, un raisonne- 
ment en tout pareil au sien, pourralt-U conduire à une conclusion 
• évidemment absurde ? Examinons donc ce raisonnement qu'on pré- 
tend opposer à celui de M, Legendre* 

On dit communément que l'on peut , par des formules analitlques , 
obtenir un angle d'un triangle en fonction de ses trois côtés ; maïs, 
en s'énonçant ainsi , s*exprlne-t*on d'une manière correcte ? je nt 
le pense pas. La formule connue 
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Co«.C= 



2ab • 



OU tonte autre équivalente , ne donne pas Tangle , nn;ns bien son 
cosinus, en fonction des^ trois cotes. Ce cosinus est-il tabulaire? c'est 
un nombre pure'nient abstrait ; et nous n*avons jamais prrtendu nier 
qu'on ne put déduire un tel nombre d'un calcul exécuté sur trois 
longueurs données. S';jgit-il , au contraire , d'un cosinus (graphique? 
dès-lors II y a un ra^on Ji sous-entendu ; et ^ en le restituant, 
la formule devient , 

Cos.CsJ!. ^^ 



2ah 

c*est-3i-dire qu'elle donne une longueur égale \ une autre longueur 
multipliée par un nombre abstrait , ce qui rentre eiactemcnt dans 
le» principes que nous avons d'abord exposés. ' 

, Mais > dira-t-on , n'a-t-on pas 

^=Tang.C-:Tarig.îC+^ Tang.*^— iTans.7(;4- j 

n'a-t-on pas d'un autre côté 

n*en ràTulte-t-Il pas 
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et ne toU& - t - il pas un angle du triangle exprime uniquement 
en fonction.de ^s trois côté!»? ou encore ne voilè-t-îl pas un angle 
égal ^ un nombre abstrait , suivant la doctrine de M. Legendre ? 
Ce raisonnement tombe de lui-même « en remarquant 'qu'on ne 
parvient à la formule 

C^ Tang.C- i Tang.^^+ 1 Tang.^C- f Tang.îC+....' 



qu'en admettant , forroejlement ou tacitement, que Tangle tel que Tare 
compris entre ses côtés et décrit de son sommet comme centre est égal 
au rayon qui a tervi à le décrire a été pris pour unité ; et cela est 
ai vrai que , lorsqu'on est parvenu , par cette formule y à la valeur 
numérique et abstraite de l'angle C , on est indispensablenfent forcé 
d'avoir égard à cette convention , pour parvenir à la grandeur 
graphique de cet angle. £n désignant donc par m l'angle unité , si 
toutefois on veut que . C soit un angle ^ notre formule sera véri-* 
tablement «^ 



Tom. X. • 24 
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qui rentre exactement dans les principes prëcédemment ëtabUs. 

Je n*hësiterais donc pas à défier tpus.le.s géomètres de l'Europe; 
sans en exceptgr marne BiL W^-ronski., qui possède tant de merveiU 
leux secrets en analise , de nous montrer une formule analitique , 
déduite d*un raisonnement rigQuriLUJLi dans, laquelle un angle pro- 
prement dit s9Jit> se{\l dans. on. membre , et- dent Tautre soit une 
pure fonction de tant de droites qu*on voudra; à moins cependant 
que , comme dans la formule que je viens de discuter y on n'ait 
fait,, sçti^in^pjifiip^ei^t , S9\| e^liçitpwei^t;, quelquci angle, égal à 
r.ur^jté^ Un. ^n^h i^'est.dao^ p^S; tji n/ç. sajjrait é|re ua nombre. abs* 
trai^^; il^ ne s^ujait, sp présçat^r, WW <5QUfi forme, qu'après qu'on a 
f^it, chQix,deJ.afi|^ç^,ui>ifé \ n^a'^s^Alqrp iltnV.rien , en cela qui lui soit 
plus particulier qu'aux longueurs et aux tempp^,, qui se présentent 
aussi sous la forme de nombres abstraits , dés qu'on a fait cboix 
de leurs unités respectives. Que l'a.r^le qui intercepte entre ses 
côtés un arc égal au 'rayon soit d'ailleurs, plus ou moins que l'angle 
droit, une mesure naturelle des angles^ c'est là un point que je ne 
prétends ,nuljem^t décider I et quç j^ .I\'ei\tre(>ren4ral pas mémç 
discuter, attendu quç /cette qye^iQQ e^s^ tput à-fait étrangère à 
'inoi\ sujet. 

N9i\s voljl^, d^i^/iqjrinûbleinmV r«^fSAé3i à: cûoil^i^rer comme 



du moins lorsqu'on n'y supposera rien de sous-entendu , et qu'on 
y considérera C. cQmin.e. uiji angle proprement dit ^ et cela pour les 
mêmes raisons qui ont fait rejeter ^ par M. Legendre , l'équation 



e=f{4~> S,C)t 
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,et > sHI eh est aimi ^ il noM faudra ëgalexnent rejeter rë<]uatlou . 



d^ laquelle celle-U peut toujours être censée déduite ; mais faudrs- 
t-il en 'conclure ^q'on doU simplement avoir 



Cest là yraiment , ce me semble , que réside toute la dîfEculté 
de la question. 

^ Dans la Vue de réclaîrcir , dUtioguons bien deux sortes de dé- 
terminations ; savoir : des déterminations graphiques et des détermi- 

« nations arithmétiques. Connaissant uniquement les (rois côtés d*un 
triangle, nous pouvons en conclure graphiquement les trois angles 
du même triangle ; cela est incontestable ; mais arithinétiquement 
il nous est 'absolument impossible d'en déterminer un seul. A parler 
même exactement , ce n'est pas nous qui délermuions las angles 

. d'un triangle , au moyen de ses trois côtés ; et « qHoique ces àqglea 
résultent bien véritablement de nos opérations sur les côtés du triangle ; 
ils se déterminent en quelque sorte , d'eux-mêmes , et sans que nous 
ayons aucunement besoin de nous en occuper* 

Nous pouvons dire aussi qné- nous ne faisons jamais graphique- 
ment un angle égal à un angle donné ; car ^ quelque procédé qu'on 
emploie pour résoudre ce problème , il se réduit toujours finalement 
à faire en sorte que Tangle donné appar,tienne à un aert^in triangle , 
et k construire ensuite , au moyen de certaines longueurs , un autre 
triangle qui soit égal à celui-là* 

En y réfléchissant donc sérieusement » on parviendra à sd cour 
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yalncre que nos opérations graphiques ont uniquement des longnetin i 
mais jamais des angles pour objet. On peut remarquer aussi, que , 
tandis que l'on peut graphiquement conclure certaines longueurs 
d'autres longueurs données , certains angles d^autrcs angles donnes 
et même certains angles de certaines longueurs données ; il est tout- 
^ fait impossible y même graphiquement, de conclure de tant d'an- 
gles donnés qu'on voudra , une seule longueur qui ne soit pas tout- 
à-fait arbitraire et indéterminée ; nouvelle preuve qu'il n'y a pas 
entre les angles et les longueurs cette parité que M. Leslie a cru 
pouvoir admettre. 

D'un autre côté , tandis qu'une longueur donnée et unique ne 
saurait jamais donner naissance à un nombre abstrait » déterminé 
pour chaque longueur , en particulier , et variant d*une longueur 
à l'autre ; un angle unique , au contraire , donne de lui-même 
naissance à une multitude de tels nombres, tels que les sinus, les 
cosinus, les rapports des arcs, de leurs cordes ou flèches au rayon, 
etc. ; et cela sans qu'on ait aucunement besoin de statuer préala*^ 
Llement sur l'unité de mesure de ces angles ; et de même que ces 
nombres abstraits sont donnés par les angles auxquels ils répondent , 
^ces mêmes angles peuvent k leur tour en être conclus. Ce n'est 
même qu'au moyen de ces nombre^ que nous opérons sur les 
angles ; car , par exemple , lorsque , dans la vue de faire 
un angle égal à un angle donné , nous construisons un triangle 
dont l'angle cherché fasse partie , et qui seit égal à un autre 
triangle , auquel l'angle donné se trouve appartenir , nous ne 
nous occupons pas proprement de la longueur absolue des côtés 
de ces deux trianglçs , mais seulement des rapports 9bstraits entre 
ces côtés. 

Et c'est précisément dans ces considérations , comme l'observe 
fort tien M. F. M. , qu'on trouvera la solution de la diiHculté 
qui nous occupe. Quelle est donc la difFérence essentielle entre 
les deux équations 
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C'est que , si la première pouvait dépendre de c , ce côté c devrait 
y figurer en personne, s'il est permis de s'exprimer ainsi ; de sortp 
qu'elle conduirait à la conclusion absurde 

/ 

tandis que , dans Tautre , au contraire , Tàngle C peut fort bien 
ne Hgurer que par quelqu'un des Jiombres abstraits ses reprësentans , 
et n'y peut même figurer que de cette manière , puisque nous ne 
faisons jamais des angles qu'avec des rapports de longueurs, c'est- 
à-dire , des nombres abstraits. Appelant donc n le nombre abstrait 
par lequel figure l'angle C dans la seconde équation ; cette 
équation reviendra à' 



r=F(j ,h,n) , d'où h:r^î{d,i ,t) ; 



qui n'implique aucune abjsurdité. ' . :. > 

Mais ces considérations , en admettant même qu'elles dissipent 
complètement Tfespèce de paradoxe qui fait le sujet de la troisiènie 
objection de M. Leslie , ne sont-ellds pas prises en dehors de la 
question qui nous occupe ? Cette constance ^ pour un m4m|s angle , 
des divers - nombres abstraits par lesquels- ks angles peuvent être 
représentés , n*est*-elle pas une -conséquence du principe de la. simi- 
litude ? et ce principe lui^môme ne présuppose-t-il pas, a son 
tour , celui que M. Legendre se propose d'établir. ? £u un moi i 
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n'y a-t-il pas ici quelque cercle yicieux ? Cest \k une di/Bculté 
asbtz grave à laquelle restimable gëomëlre de Genève ne parait 
pas avoir son)gë ^ et que .)e me concernerai d^abandonner à ses 
réflexions et it celle du lecteur. 

IV. J'insisterai peu sur Tobjetion qui consiste a savoir si les deux 
«côtés a, b coDCoûrrênt rëelkittent eh ^n point .« quelle ^^e soit^ 
la longueur du treisième oôtfé c^ M. F. M. a très4iieft observé 
que cette objection , recevtibl^ si les detix angles A , B étaiedt 
pris au hasard , cesse de Tétre dès qu'on suppose qu'ils appar- 
tiennent à un triangle efFectif. 

V. Quant ii la dernière objection ^ j'avoue qu'elle m'einbarrasseratC 
peu s'il ne me restait aucun scrupule sur la démonstration de M* 
Legondre. Cest sans doute , sous le point de vue philosophique » 
une question d'un grand intérêt que celle de savoir pourquoi on 
ne peut quelquefois , par certaines méthodes , atteindre à des 
vérités qui se montrent au contraire facilement accessibles ^ d'autres 
manières de raisonner ; mais enfin i lorsque ces dernières conduisent 
furen^ent au but « la vérité n'en est ^pas moins solidement établie* 
Avant Lagrangc» on ne voyait pas trop clairement d'où naissait 
rimmense avantage des notations différentielles sur les procédés de 
l'ancienne géométrie , et cependant on n'en avait pas moins admis 
sans contestation les résultats nombreux et nouveaux , pour la plu- 
part I auxquels l'emploi de ces notations avait conduit. Il est peut- 
être même aujourd'hui très-peu de géomètres qui ne soient pas 
dans le même cas à l'égard des procédas du calcul des variations, 
et on n'en trouverait pas sans doute un grand nombre qui sauraient 
traduire les méthodes de ce calcul en procédés purement géomé- 
triques ; ce qui o'empèche pas cependant que tous ne s'abandonnent 
\ ces procédés sans la moindre hésitation ^ sans le moindre sera* 
pule; parce que tous ceux qui en font lisage sont bien certains 
de la rigueur des principes qui leur servent de base» 

VL 11 QSt encore une objection que personne n'a jamais songé 
\ opposer à M» Legendre , et qui pourtant n'est pas moins sérieuse 
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que les autres. On D'est point encore parvenu à ddmontrer nette- 
qnent. jujjiii!!». qjL'mi£. dijualion. algébrj(}i;ifiL», à. une. seule, incxoinu^, 
dont le premier membre est une fonction rationnelle et entière , soit 
toujours résoluble par rapport ^h cette inconnue , et cependant la 
démonstratlp^ da M»< lve|feadre Adm^U <)H^un^,éq;U§itÎQn dont la 
forme mêo^e esf ziïp^osi^* ihtonntre i et- q^'r* peof^ oénjAjuemment 
renfermer des transcendantes dont nous n'avons jamais rencontre 
de modèles , est néanmoins indistinctemenl résoluble par rapport a 
l'un- quelconque * dés ' elétuensdbM* elle se» céiApase;- 

La conclusion que je crois pouvoir tirer de tout ceci, c'est que 
quand même on parviendrait à [xroiurer que U démonstration de 
M. Legendre est tout« à-fait rigoureuse , ce que je me garderais 
bien de garantir , et ce qui , tout au moins , reste encore à faire ; cette 
démonstration reposerait sw^ dt^"- p i't ii crpes trop délicats, «et serait 
sujette iL des objections trop graves et trop nombreuses pour pouvoir 
^re regaxdée autrement que cooime qn objet de pure curiosîlë. 
Je pense donc ^u'il vaut encore mieux' en revenir aqx idées dé 
Bertrand sur la nature de l'angle^ et* démontrer lé tlnéorème.dônC 
Il 's^agit , comme* vous l'avez fait vous-méofe , Monsieur , à la pnge 
356 de votre troisième volume. 

En m^exprimànt ainsi , je' suis loin , au surplus , de prétéiid^e 
proscrire absolument l'usage de la notation fonctionnelle 'dans la 
démonstration des théorèmes de géométrie ; nïals" j'iiicDWèrais' du 
moins a penser qu'il convient de ne l'employer qu'avec beaueoup 
de cîlreonfipectmn- , fentes les"* fd}s qûe-ïéSi rafisontiemettS' doivent 
avoir des angles pour objet. 

Agréez^ etc. 

^ Lyon ^ le i5 de novembre iftiÇt*: 
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QUESTIONS RÉSOLUES. 

Démonstration de la fausseté du théorème énoncé 'à 
la page 32o du IX.* wlume de ce recueil ; 

Par M. Frédéric' Sarrus. 



JLiE théorème dont \\ s'assit consiste en ce que tout nombre impair 
lit+i serait ou ne serait pas premier^ suivant que l'un des deux 
nombres â"— i » 2"-4~ï serait ou ne serait pas divisible par 

En cherchant à démontrer cette proposition , je l'ai trouvée en 
défaut pour le nombre 3^1 • 
On a , en effet , 

a*— i=3i , a*+i=33; d'où 2'*— i=3i.33=:34k3 s 

donc 

a-«=34i.3+i ; 

et par suite ^ 

a«7<^=:(34i.3+i)'7 , 
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êi Ton développe le aecond membre de cette ^qaalion , tous les 
termes de son développement excepté le dernier s seront divisibles 
par 341 ; àt sprte qu'on pei^t écrire 

k désignant un nombre entier; or, de là résulte 

a«7o— i=34iA ; 

ainsi, 2''^— I est divisible par 34f » bien que ce nombre ne soit 
pas premier. 

Il est donc certain que Tune des deux fdrmules 2* — i et a^+i 
peut être divisible par le nombre impair a/i+i » sans que ce* nombre 
soit premier ; mais il n*en demeure pas moins certain que , lorsque 
ce nombre est pre,mier , Il divise nécessairement Tune ou l'autre de 
xes deux formules ; ce qu'on peut prouver asse^ simplement compie 
il suit. 

Soit p un nombre premier quelconque , on aurt 

d'où 

ar_as3 — ^-..— .-I — -— "-r h»" 

II a 1 a 3 

,. y. P— ' P-^ t P P—' I P . 
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Tous les termes du second membre de cette ëquBtfon sont, comme 
Ton sait des nombres entiers. De plus , ils sont tous divisible' 
par p, qui ne saurait se trouver au dénominateur d'aucun d'eux, 
donc i.^ lorsque p est premier 

P 

est un nombre entier. 

Supposons présentement que le nombre premier p soit un nom- 
bre impair de la forme 2n+i , en substituant dans la formule elle 
deviendra 

a(a*«— ï) ^ a.(i>t— l)(a"4-i) 
2/1+1 '^ 2/1+1 ' 



or , 3 ne pouvant être divisible par le nombre premier impair 
a/i+i , il faut que ce soit le produit (a" — i)(a''+i), et par suite 
l'un ou l'autre de ses facteurs a"— i , a'-+-i qtii soit divisible par 
ce diviseur. . 

rï'aurons-nous donc rien de plus simple que le tbéorème de 
"Wilson » pour' juger, à priori, si -un- nombre donné est ou n'est 
pss premier ? Il nous parait du moins que son procédé est susceptible 
d*abréviations notables. Dabord comme tout nombre composé a 
toujours aJLt moins un diviseur premier moindre que la racine du quarré 
le plus approchant en plus; on voit que N étant un nombre donné, 
eig ^ h deux nombres premiers consécutifs , tels que ^•<iV et h^>Ii\ 
si l'on fait le pcçduit P=si.a.3.5*7.ii«...^ des nombres premiers» 
jusqu'à g inclusivement ; suivant qu^ P ^t ^' auront ou n'auront 
pas un commun diviseur , N sera composé au premier : on peut 
même » dans ce produit , supprimer les facteurs 2.3.5 , attendu que 
ces facteurs se reconnaissent dans un* nombre- ii la première ins- 
pection. ' " '^ . ,^ 
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JLinsi , par exemple , puisque 4oo est le quatre de. 20 , il sulBra , 

pour reconnaître si un nombre Inférieur k 4oo ou même à 44^ 

est composé ou premier , de chercher s'il a ou n*a pas un diviseur 

commun avec 323a3 = 7.ii.i3.i7.i9. 

A la vérité , ceci suppose qu'on a une table des nombres pre- 
miers qui s'étend au moins jusqu'à \/ri } mais si l'on était privé 
d'une pareille table , on en serait seulement réduit à substituer au 
produit des nombres premiers le produit 7.11. ^3. 17.19.23.25.29.31. 35* 

37 de)i nombres de la forme 6/i'IjIi qui , comme Ton sait , 

comprend tous les nomtres premiers (*). 



O Nous nous sommes assurés que U loi dont M. Sarrus vient de dëmonirer 
la fausseté se soutient pour les 70 premiers nombres naturels t peat-étre même 
se soutient-elle beaucoup au-delà ; et c*en est assez pour montrer quel fond 
on doit faire sur Vinduction , même en mathi'matîques. 

II serait curieux de savoir quel est le plus petit nombre composé pour lequel 
elle est en défaut ; et quelle est la forme générale des nombres pour laquelle 
elle est fausse. 

Nous saisissons cette occasion pour observer que , dans l'impression du 

mémoire de M. Sarrus , inséré à la pag. 33 de ce volume » il s*est glissé diverses 

erreurs , dont une très^grave et de nature ^ le rendre inintelligible : en voici 

la correction. 

«« «1 1* o > dyfm •. f d-/lin 

Page 37 , ligne 3 , pour +« , -g^ J lisez : +«„ -gj. • 

ligne 7 ;- pour a* , lîsez : 2«. 
Page 48 9 lignes 4 > 5 9 6 » 8 ; les premiers membres qui sont 0i ^ Od^n 301^ r^ 
Tiai 9 doivent être OiAu 9aiA% 9 ^iA\ f*—-naiA„m 
Pag^ 49» l«go« 3, fLU dernier teriae ; n+a ^ Ufez : i^+2« , 

j. r. G» 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

Théorèmes danalise., 
l^N propose de d<f montrer les deax formules que Wicî ; 
Arc<T.,>s.=,)={— .+^(— ) 

^5.7^ *« > ^5.7.9 \i+«V J 

Problème de probabilité* 

On a mal compte n fois consëcu.tiyement les ëcus qui se troa«^ 
Talent contenus dans un sac ; et Toa a obtenu les nombres j, « 
^s9 ^1 »..••. i7||. On demandât i.^ quelle est la prokabiliié que le 
nombre de ces ëcus est-tf ? 2^ quel est le plus probablement le 
nombre des ëcus de ce sac ? 3.^ quelle est enfin la probabilité qo^ 
ce nombre d*écus le plus probable est le t^iritable ? 
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ANALISE TRANSCENDANTE. 

Essai sur le déi^e/oppement , en fractions continues p 
des racines des équations du troisième degré y et sur 
V approximation graphique du problème de la trisection 
de L'angle. 



Par M. Frédéric Sarrus. 



■*>, 



I. INous allons prouver, en premier lieu , qne la résolution d'une 
équation quelconque du troisième de^rë peut toujours être ramenée 
)k celle d'une au ire équation de la foilxfe 

où a est un nombre positif. 

En elTet , la proposée ne saurait être , après Tévanouissement du 
second terme , que de l'une ou de Tautre de ces deux formes 

où il est permis de supposer que /? et ^ sont des nrombres entiers ^ 
et où q est un nombre essentiellement positif. 

Si c'est la première forme qui a lieu , il suffira de poser 

le signe supérieur ou la signe inférieur ayant lieu suivant que (f 
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est ndgat'if ou positif. £n substituant et divisant ensuite par 

H;; — ^^ J^ , il viendra , en efFet , en transposant , 

qui ^ en faisant X/^22L=tf^ devient, en effet, 

SI rdquatlon est de la seconde forme , on posera d'abord 

ce qui donnera , en substituant et divisant toujours par + -r- ^^4» 

posant ensuite , dans celle-ci 

ce qui revient , au surplus , ii faire immëdlatement 



elle deviendra 

OU j en quarrant 
OU, en développant» 
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DU TROISIÈME DEGRÉ. jgi 

OU enfin , en transposant et extrayant la racine quarrée des deux 
membres. « 



équation qui , en posant , ^/^ ^^Jll^ =tf , revient encore à 

Il n'y aurait donc d'exception que pour le seul cas où la pro- 
posée aurait ^^s trois racines égales. Alors, en efFet ^ p ^ qui entre 
comme dénominateur dans nos formules | se trouve nul y ce qui y 
introduit des grandeurs infinies. 

Soit y par exemple , Tcquation ^ 

qui se rapporte à la première fprme , en^çH^t 



elle deviendra 






Soii encore Téquation 

/+y— 10=0 ; 

qui se rapporte à la seconde forme \ en posant 
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elle deviendra 

4yî_3jraB26 , 
ou tf = a6. 

IL Nous allons prouver présentement que Ton peut faire dépendre 
la résolution de Téquation ^x^ — 3jr=:â de celle d'une équation de 
la même forme , dans laquelle le second membre sera si voisin de 
Tunité qu'on voudra. Posons , en effet ^ 

en substituant dans 
elle deviendra 

de sorte qu'en posant ^ pour abréger , 

et extrayant la racine quarrée , Téquation à résoudre sera ^^ 
équation exactement de même forme que la proposée. Or , de Téquatlon 

on tire , en quarrant , chassant le dénominateur et transposant 
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rgS 



II,— I 



tf— I a(tf,+i) * 



et par conséquent 



fli-»i 



~-j<f ou a,^ï<r(a^i) f 



la d'iiFërence de ^i avec T unité sera donc moindre que la moitié de 
la différence de m avec Tunité. 
DonC| si Ton pose successivement 






a^\ 




-=y'^ ' 



on aura, quel que soit d'ailleurs Tlndice n, 

et la série a , ^i ; ^i 9 •.«• ^n sera telle que la dl/Férence de 

chacun de ses termes avec Tunité sera moindre que la moitié dé 
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la difFdrence avec celte inénne. unité du terme qui le prëcëdera 
immcdîatement. 

Il n'est pas même difHclle de voir que , passé le premier terme 
dans la série des difTérences a — i , //, — i, Ox^-i ,•..•• ...^q — i, 
chaque terme sera réellement moindre que le tiers de celui qui le 
précédera immédiatement. £n efTet , il résulte des relations ci*dcssus 

qu^aucun des teriJies a^ , ^a , ^| » •^n "^ saurait être inférieur 

à ^ et qu'ils seront même toujours plus grands que cette fraction ; 
on a donc 



d'où 



•t 



donc 






mais on a y CD général , par ce^ qui précède ^ 



fln— I I 



donc, à fortiori ^ 



''"""' <r , ou tf„— i<V^„_ _,) . 



comme nous l'avions annoncé* 

Cette circonstance facilite singulièrement le calcul des quantités 

^1 • ^a > ^î I ^n* 0*^ *3*W ^^ effet, que , lorsque i est une 

très-petite fraction ^ on a sensiblement \/i ±i = i +;i/ ; d'où Ton 
.voit que, lorsqu^on sera parvenu à des termes très-peu diiFërens 
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de ruDitë, on pourra poursuivre en reinplaç9ht rexlracllon déjà 
racine de la quantité sous le radical par la rédaction à moitié 4e 
sa diiTérence avec l'unité. 

Il résulte de U que dans la série /z-^i ,^,-^r , a^-^i , <7j,«, , 

chaque terme , que nous venons déjà de démontrer être moindre 
que le tiers de celui qui le précède immidiatemcnt , tend sans cesse 
à n'en être plus que le quart. S'oit, en efFet , ^„_j=i+/, /étant 
une tr^s-petiie fraction , nous aurons 



.,=j/'±f^=yi±i^v—i 



' h 



ce qui donnera sensiblement tf^:^i+^/j on aura donc , aussi 
sensiblement , 

gn— ' ^ il — « . 

ainsi , parvenue à ce point , la série a-^i , a^ — i , ^2— i , .•... j„— ï 
sera facile à continuer., -et on en conclura ensuite les termes cor- 

respondans a la série a^ a^ , a^^ u, , <7„. 

On peut remarquer présentement que , si Ton avait rigoureusement 

on en conclurait, en transposant et décomposant, 

d'où l'on voit que, tandis que Tune des racines des diverses transn 
formées converge sans cesse vers •l'unité ; les deux autres conver- 
gent en même temps vers la fraction — 7 . On pourra donc , passé un 
certain terme , tirer un parti avantageux de la méthode d'approxi- 
mation de Hewton , pour résoudre la dernière transbrmée , et W- 
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monter ensuite à la valeur de s , au moyen des relations ëtabliei 
ci-dessus entre jf , jr, , ar^ , jr, , ar„. 

IIL A Talde de ces relations , la valeur de x peut être dévelop- 
pée en * fraction continue <)'une forme fort élégante. L*équation 
4^1,^— *3jr„s:^^ donne, en .transposant , 

mais l'équation ^„^j = a:r„* — i , donne aussi , en transposant, 
divisant donc la première par la seconde , il viendra 

" «n-i + I ' 

cxxj en chassant le dénominateur , réduisant et transposant 



d'oÀ on tire 



Xn aap« ' 



on aura donc cette suite d équations 









a*, 






d*où on conclura facilement ^ 



â*=i+: 
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1 + — ; 



fraction continue qui tendra continuellement II se résoudre dans la 
fraction périodique 

1 T^*»»» 



que Ton troure être égale ^ 3 ; de sorte qu*en poussant le déye- 
loppement assez loin , on peut , sans erreur sensible , écrire 



aa 






1 ^»«- 1 



i-Hii 



IV. Le problème de la trisection de Tangle se réduisant , comme 
l'on sait , à la résolution d'une équation du troisième degré ^ dans 
le cas irréductible ; les formules que nous venons d'obtenir sem- 
bleraient pouvoir en oflFrir une solution approchée ; mais elle ne 
saurait être d'aucune utilité dans l'application aux arts. Heureuse- 
ment on peut obtenir de ce problème une solution graphique ii la 
fois trèS'Simple et trè^-conyergente. 

On • a , en effet , par Fes théorèmes connus , 

Sin.30Cos.tf — Gos.34iSin.tf = Sin.(3tf— *tf)sSin.atf ssaSin^tf G(ft.tf , 

ou bien , en transposant 

Tom. X. 37 
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8in.a(2CosM+Cos.Za)^CosuiSin.Za , 



d'oi 



'Sin.iaCoê.a Si D.3g 

Cos. 
Cos«a 

Cela posé , conlldérons la formule 



S!n.3âCot.a ^^ Sm.3g ^ v 

^*°-''~ aCos.a+Co8.3a "" . Co«.3a * ^ ' 



Sin.3a 
*"»•*•=— C^ ' (a) 

on en tirera , en prenant les dl/Fëreniietles logarithmiques 

dviCosjTi dxC o«.3<iSin.» 

^ /- , Co..3aA- , ' 



Sîn.j9| 



Cos. 3a 



OU en menant pour 24- -g-— sa valeur donnée par Téqualion (i), 



et tirant la valeàr de -; — , 

dx 

ébci ^ Cùê.3a Sin,ag SîPé'JPi 
dx Siii,3a'Gos.*xCosj»i * 

mais , en comparait les équations (1,3), on volt que , lorsque 
jr=tf, on a sTiZsjrcn; donc , dans ce même cas, la valeur de 

~ devient 
as 

TangJ a 



Tang.Sa 



Donc SI, dans la formule (i) , on fait x=:a+g et Xi^a-^^h j g 
étant un très- petit arc , on aura sensiblement 
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Tang.^ a 



h^8. 



Tang.3a 



Cette expression deyenant également nulle » soit que Za soit nul , 
soit qu'il soit ëgal à l'angle droit ; elle doit être susceptible d'un 
maximum entre ces deux lin^ites. Si, dans la vue de le déter- 

Tang.^a 
miner , on ëgale à zéro la dilTërentielle de , il viendra , en 

Taog.3a 

supprimant le dénominateur et divisant par Sin.'isGos.'^ , 

(Cos.3aCos.tf — Sin.3i2Sin,/i)(Sin.3/iCos*tf -—Gos.Stf Sin.^7)= o ; 

ou bien 

Sin.atfCos«4tf=:o ; 
ou simplement 

Cos.4tf=:o , 

puisque Sin.2tfso répondrait au minimum. On aura donc^ dans 
le cas du maximum , 

4«=^v . d'où C0S.2tf=sC0S.7tr=-7: ; 
de là 

d'o4 

on auta d'ailleur» « dans ce caa , 
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dune finalement on aura , dans le cas du maximum ; 

^^=:(5v/â-7)(v/â-i)=i7— i2/â<o,o294< îT ; 



c'est à-dire 



*<â' 



d*oii II suit que , dans la formule (a) | en mettant pour x' une 
valeur quî' difFère peu de tf | la valeur qui en résultera pour Si 
ne différera de a que d'une quantité au moins 33 fois plus pe- 
tite ; de sorte qu*en remettant cette nouvelle valeur pour s dans 
la même formule , et poursuivant toujours ainsi , on obtiendra une 

suiter de valeurs s ^ x^ , x^j x^ ^ convergente vers a , telles 

que I dans le cas même le plus défavorable , la dtfFérence de 
chacune avec a sera plus de 33 fois moindre que la différence avec 
le même arc de celle qui la précédera immédiatement. 

Il n'est donc plus question que de trouver une construction qui 
réponde à ces indications, et représente la formule (a); or, c'est 
là une chose extrêmement facile. Soit, en efFet, ASB (fig. i ) un 
angle donné égal ^ ^a , qu'il soit question de diviser en trois par- 
ties égales. De son sommet S comme centre , et avec un rayon 
arbitraire ^ soit décrit , entre ses côtés , un arc MN. Par le même 
aommet , soit élevée à Tun quelconque SA de se$ côtés , et dans 
le sens de Tautre , la perpendiculaire SC, aur laquelle soit prise, 
à partir du point S. une partie SD à peu près égale h la corde 
des deux tiers de l'arc MN ; aux deux tiers de sa corde , par 
exemple. Du point D comme centre , et avec un rayon double 
de SM=:SN , soit décrit un arc coupant en £ le prolongement 
de SA ; et soit menée NE , coupant SC en P, ; alors SD, sera 
une valeur plus approchée de la corde des deux tiers de l'arc MN; 
substituant donc le point D, au point D, on obtiendra, par un 
semblable procédé . un nouveau poîut Dg , tel que SD, sera un# 
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valeur beaucoup plus approchée encore ; en poursuiyant donc tou- 
jours ainsi , un parviendra très-rapidement à une valeur extrême-* 
ment approchée de la corde des deux tiers de MN* 

Celte construction est extrêmement facile II justifier ; soit , en 
effet y mené le sinus !NP , et soit pris pour unité de longueur le 
rayon SMs=SN ; d'où DE=2 ; en nommant 2x et ajr, les arcs qui 
répondent aux cordes dont les longueurs sont SD et SD| , on 
aura 

^, «^ ^«> SE _. ^ SE aSin.30 

*1" SE 
>aals on » 

ienc , en substituant et réduisant » 

Sin.3g 

qui est précisément notre formule (%) 

Dans cette trisection , qui est plus simple , en quelque sorte ^ 
qu'une bissection , on pent » sans inconvénient , placer » dès Pa)>ord ^ 
le point D d*une manière tout-à-fait arbitraire ^ et conséquemment 
le placer en S , ce qui est plus simple ; et dès la seconde opéra» 
tion , l'erreur sera déjà peu sensible. On voit par là que , si Ton 
s'était trompé dans quelque opération p l'opération qui suivrait cor- 
rigerait aussitôt ce que celle-là ' aurait donné de défectueux ; ainsi 
qu'il arrive dans la méthode d^approximation de Newton pour le^ 
racines incommensurables des équations numériques* 
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GEOMETRIE ELEMENTAIRE* 

Demonslration d'un théorème de géométrie ;/ 

Par M. Vecten , licencié es sciences , ancien professetir 
de mathématiques spéciales. 



JLHEORÊME. Soit ABC ( fig. 2) un triangle quelconque dans 
lequel soient menées les droites divisant les aqgles en deux parties 
ëgales y que Ton sait se couper en un même point O , et que nous 
supposons se terminer aux côtés respectÎTement opposés en D , 
E , F. Par les sommets soient menées dés perpendiculaires à ces 
droites « rencontrant les prolongemens des côtés respectivement op- 
posés en Gf H, K. Sur DG, EH, F^ comme diamètres soient 
décrits des cercles , dont les centres, soient respectivement L , 
M . N. 

i.^ Les trois points G» H , K, serent en ligne droite ; 2.^ les 
trois cercles passeront par les deux mêmes points P , Q ; (ï*où il 
suit 3.^ que leurs trois centres L » M , N seront également en 
ligne droite. 

Démonstration. Si Ton conçoit trois droites EF, FD, DE, que 
nous ne menpns pas | pour ne point comp^pier la figure , il est 
connu ('^y qu'elles . concourront avec les prolongemens des côtés BG , 
GA , AB , en trois points G , H , R , qui appartiendront il une 
même ligne droite, et Ton aura 



i^l Yoyes la page ag6 de ce volume. 
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BD:CD:-.BG:CG , 
CE:AE::CH:AH , 
AF:BF::AK.-.BK . 

Mais si y sur DG conime diamètre , en dëcrit une clrconfërence , 
on sait que cette ligne est le lieu des sommets de tous les triangles 
qui ont pour base BC et qui sont tels que , si l'on tire du som- 
met de l'angle opposé à BG une 'droite au point 'D situé '^Ur èe 
côté I cette ligne divisera l'angle d'où elle part -en deux ^ pafttiës 
égales; donc la circonférence décrite sur DG passera par le pbiht 
A ; d'où il suit qu'en menant AG ^ cette ligne sera perpendiculaire 
sur AD. On démontrerait de même que les circonféfences'dé'crîtes 
sur £H , FK passent respectivement par les sommets B ^ G , et 
que les droites BH , CK sont respectivement perpendiculai^s 'sur 
B£ , CF. Or , nous avons rappelé plus haut que les trois points 
G, H, K sont en ligne droite; la première^ partie du théorème 
se trouve donc ainsi démontrée. 

Pour démontrer la seconde, nous» allons (f abord supposer qu'on 
a décrit les deux circonférences DAG , £BH , se coupant en P , 
Q y et faire voir que la troisième FCK passe par ces deux mèmea 
points. 

En effet , si l'on conçoit des droites PA » PB , PC » que nous 
sous-entendons , pour ne point trop compliquer la figure ; à cause 
que le point P est à la fois sur les deux circonférences DAG ^ 
£BH| on aura 

BD:DC::BP:PG , AE:£G::AP:PC , 
d'où 

AExDC : ECxBD : AF : : BP ; 
ftaia- on a ' 



\ 
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« 

AExDCxBFisCExBDxAF , 
ce qui revient à 

AExDC : CEXBD : : AF : BF ; 

donc; à cause du^.rapport commun^ . 

AF:BF::AP:BP; 

ce qui démontre que le point P est sur la troisième circonfërence ; 
^t on en dirait autant du point Q. La seconde partie du théorème 
se trouve donc également démontrée. 

La droite qui joindrait les points P , Q serait donc une corde 
commune aux trois cercles ; la perpendiculaire sur son milieu con* 
tiendrait donc leurs centres ; ces centres sont donc en ligne droite , 
comme Tannonce la troisième partie du théorème. 



GÉOMÉTRIE ANALITIQUE. 

'Solution et construction géométrique du XXI F.* 
problème de ^arithmétique universelle de Newto» ; 

Par M. Gergonkk. 



JLje premier des trois problèmes de mathématiques proposés cette 
année au concours général des collèges royaux de la Capitale , m'a 
rappelé que j'avais résolu et construit -depuis long-temps , d'une 
manière qui me jparait assez simple le XXI V.^ prq|>lème/de 

VJriihméiiçuf 
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Y Arithmétique vniperselle de Neitton , sur lequel les auteurs 
â^élëmens sont si souvenl revenus , et qui a quelque analogie avec 
celui-là. Je vais exposer ici la solution que j*ai obtenue de ce pro- 
blème, telle que je la donnc^ chaque année dans mes cours; après 
en avoir, toutefois, un peu généralise Ténoncé. 

^ PROBLÈME. Deux droites indéfinies ^ se coupant sous un angle 
quelconque j étant données de position sur un plan , et un point 
du même plan étant donné de position par rapport à ces droites: 
on propose de mener , par le point donné , une droite indéfinie de 
telle sorte que sa partie interceptée entre les deux droites données 
soit égale à une longueur donnée? 

Thèse. XX^ , YY^ ( fig. 3 ) , se coupant sous un angle quel- 
conque en O , sont les deux droites indéfinies données de position ; 
P est le point donné de position par rapport à ces droites , dans 
Tangle XOY ; et par lequel il s'agii de mener une droite de telle 
manière que sa partie AB , comprise entre les deux droites données^ 
soit égale à une longueur donnée €• 

: Discussion. Avant d'entreprendre de résoudre un problème de 
géométrie ^ il est souvent utile d'en examiner attentivement les 
diverses circonstances , de manière à s'assurer à l'avance du ré«, 
suitat qu'on doit s'en promettre. Livrons>nous donc à cette discussion 
pour le présent problème. 

Oa voit d*abord qu'il est impossible de mener par. le point P, 
une droite qui ait une partie finie interceptée entre les côtés de 
l'angle X^OY^ ; ainsi le problème ne saurait avoir de solution dans 
Topposé au sommet de Tangle qui contient le point donné* 

Si, par le point P, on mène deux droites, l'une passant par 
O et l'autre parallèle à XX^ ; leurs parties interceptées entre les 
côtés de Tangle YOX^ seront nulle pour la première et infinie 
pour l'autre* Si donc on conçoit que la première tourne autour du 
point P en se rapprochant sans cesse de la seconde, ^a partie in- 
t^ceptée entre les côtés de l'angle YOX"^ croîtra par degrés in« 
Tam. X. aô 
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sensibles depuis «ëro. jusqu'4 Tlnfini ; d*où. U «uît que j quelle que 
puisse être la longueur doooée r ^ il y auf a toujours uue posUion 
intermédiaire de cette droite mobile pour laquelle la partie inter- 
cepiëe sera égale «k celte longueur ; et , comme on pourrait évidem- 
ment dire les mêmes choses de l'angle XOY^; il en faut conclure 
que le problème a toujours nécessairement une solution efFective 
d<)OS chacun des deux supplémcns de l'angle cjuî contient le point 
p.; reste donc à savoir ce qui se passera dans cet angle même. 

Remarquons d'abord qu^on ne saurait , par le point F , mener 
un« droite dont la partie interceptée entre les côtés de Tangle XOY 
fût nulle , ni même d'une petitesse donnée ; c'est-à-dire , que cette 
partie interceptée est ici susceptible d*un minimum. Supposons donc , 
pour un moment , que ce minimum réponde à la position AB > 
d^os quelque sens que Ton fasse tourner cette droite AB autour 
du poiiit P , sa partie interceptée dans l'angle XOY croîtra , dans 
l'un et Tautr/e cas , par degrés insensibles , jusqu'à pouvoir devenir 
îqfinie ; d*où il suit que , dans l.*angle XàY « il y aura deux so« 
lutions y tant que Ja longueur donnée c surpassera celle qui convient 
au. minimum^ ; une seule , lorsqu'elle lui sera précisément égale ; 
et aucune lorsqu'elle lui sera inférieure ; c*est-à*dire , qu en général 
il peui indislinctemcnt y avoir deux solutions effectives , une seule 
ou aucune, dans. l'angle même qui contient le point donné, suivant 
la grandeur de cet angle , la situation du point donné par rapport 
à tts côtés et la longueur donnée. 

Ainsi y en résumé, le problème ne saurait jamais avoir ni plus 
de quatre ni moins de deux solutions effectives ; c*est.à*dire , qu'il 
doit conduire ^ une équation du quatrième degré , ayant nécessai^ 
rement deux de ses racines réelles , tandis que les deux autres pourront 
être Indisiinctement réelles et inégales , égales ou imaginaires , 
suivant le rapport de grandeur des données* 

Les quatre solutions sont repréesentées dans la figure 4»qù AB, 
A^B^ A'^B'\ A^B//^ sont les parties interceptées. 

Solution. Soit pris l'angle qui contient le point donné pour angle 
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' âes c'oordoriii^spoiiiives y déeîgnona-lp par y, et soient a , i Ub 
ooordonoéâs du polot donne. Une dtoîle i|i9éleonque passant par 
ce point aura une éqaat'ioû de la forme 

et la question se trourera réduite à assigner la yaleur de M qui 
rend égale à ^ la partie interceptée entre les axes des coor- 
données. ' , 

Si y faisant sueeessiTe noient y et a iffkMX i zéro , dans cette équa- 
tion , on la résout ensuite par rapport h x et ^, respectivement, 
on en tirera 

ce sont donc là les se(;mens interceptés par notre droite sur les 
deux aies , a partir de Torigine ; ou , en d'autres termes , ce sont 
deux des côtés d'un triangle dont le (•roisième doit être c et dont 
Tanglc opposé doit être ,y ; ^oe. qui -dooae 

c'est-à-dire 9 en simplifiant » 

ilfV=r(3-.JÏf^)»(l+2jllfCos.y+^0 ; 

ou , en développant et ordonnant , 

Telle est donc l'équation qui résout le problème. 

Lorsqu'on a ainsi obtenu une éqfiation renfermant une inconnue 
quelconque y rien n'est plns^atsé que d'assigner l'équation qui ré-» 
sûlterait du cboix de toute autre inconnue ^ il suffit pour cela de 
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chercher une' relation entre Tinconnue primitive et celle qu'on à 
dessein de lui substituer , et de se servir de cette relation pour ëH«> 
luiner la première des deux inconnues de Tëquation dcjk obtenue. 

Supposons , par exemple , qu'à l'inconnue M on veuille subs* 
titiier le segment intercepté par la droite cherchée , \ partir de 
Toriglne, soit sur l'axe des jr , soit sur celui des f ; en représentant 
respectivement ces deux segmens par s et. par y ^ nous aurons ^ 
tomme ci-dessus , 






d*où 






i=-r=ï 



substituant successivement ces valeurs dans Tëquation (i) , elle 
deviendra , toutes réductions faites , 

C»-^)Ha(«—*Cos.y)(«--e)3+(aS-*"--«*--4«*Co«.y)(«— «)• 
•f aai(^— aCos.y)(jr«-e)4e4«=so , 

OU encore 



jr*— 2(4f+*Cos.y)jr*+^fl*+i*— ^•+atfiCos.y)*«+a^^V-^V«o,] 
jr*— â(i+jCos.yy+(j*4-i*-.^*+2tfiCos y>*+3*^*jr-.*V=o .j 



(3) 



On 86 comporterait de la même manière \ Tégard de toute autre 
inconnue qu'on voudrait choisir. 

L'équation (i) n'est point , en général , susceptible d'abaissement, 
^ et ne peut conséquemment fournir une construction graphique ri- 
goureuse , exécutée avec la règle et le compas seulement } mais 
si la relation entre les doqnée^ éuit telle que le problème n'e&t 
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que trois solutions i ou , ce qui revient au même ^'que cHte équa- 
tion eût deux racines égales , le problème pourrait fort b'en se 
résoudre alors géoméiriqueinent. En efFet , la dérivée de celte 
équation qui ^st 

devrait avoir lieu en même temps qu'elle. Eliminant donc M entre 
l'une et Tautre, Téquation résultante en a y i , c ^ Cos.y exprimerait^ 
]a relation , entre les données , qui convient à ce cas. De plus , on 
obtiendrait , chemin faisant , une équation en M du premier degri , 
ou tout au plus du second y dont )a résolution conduirait à celle 
jdu problème proposé. 

Si Ton suppose que les droites données sont perpendiculaires 
entre elles, on aura Cos.y==o ^ et l'équation (i) deviendra 

les équations (3) deviendront , dans le même cas , 

ou bien 

et il n'en résultera aucune simplification notable dans la solution 
du problème. 

Il' n'en sera pas de même , si Ton suppose que le point donné 
est situé sur la droite qui divise en deux parties égales l'angle 
dans lequel il se trouve situé ; on aura alors ^ en effet , h^a , et 
r($quation (i) deviendra 
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équation réciproque qui consëquemment ne présente que la dllEculté 
du second degré. 

RIeii n'est plus aisé que de se Tendre compte à^e cette circons- 
tance , et elle pouyait même être facilement prévue à l'avance* 
M est , en généra] , le rapprjrt des sinus des angles que £ait la 
droite chcrchc'e avec les axes des x et des y 9 ^^ * dans je cas 
pariic-uticr dort il s'agît îcî , tout iloîl élre syinélrique par rapport 
à une. droite indéfinie passant par l'oMgine e( par le' point donné; 
d'où il suit que', si Ton plie la figure suivant cette droite , deux 
des droites qui résolvent le problème viendront se confundre avec 
les deux autres , ^laadts que les axes* des >x et des y roincideront. 
Les angles formés^ par Tune de ces droites avec los axes do\ x et 
des y sont donc respeetrvemciiit égaux avec ceux que forme sa 
correspondante avec les axes des y tt des x , d'où il suit qu'en 

changeant ]i[ en — l'équation ne doit pas changer , et qu'ainsi 

elle doit lètre réciproque. 

Les mêmes consideiations prouvent que , dans ce cas, la -plus 
courte lii^ne qu'on puisse mener par le point P , dans Tangle qui 
le contient est' la pcrpendicul.'iire k celle qui joint ce point à 
rorigihe ; car , en pliant la figure comme il vient d'être dit , cette 
perpendiculaire se confondra avec elle-même. On volt par 14 que, 
d^ns le mésie cas « At problème aura quatre , trois ou deux so— 
lutions , suivant que la longueur donnée s<*ra plus grande que cette 
perpendiculaire»' égale X ccit^ perpt-ndlciiUilre ou mi.indre qu'elle. 

^otre équation réciproque jen M peut être écrite ainsi qu'il suit : 
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dirisant tous ses termes par M* , et rassembrant deux h i^n% eeuj^ 
.qui se trouvent à égale distance des extrêmes » il viendra ' 

OU encore 

posant donc 

M-^-^^z, d'où- JI/=f^i^ZE!, 

cette ëquation deviendra 

ii»z*— 4fl«Sin.>iy.«+[8tf«Sîn.*îy-(4tf*+^03=o 5. 
et donnera 

3gSitl.» \ y j: t/c>+4a»Cos> ^ y . 

a 

dJoù 

^a_/ tfSîn." 7y4-^Cos.* ty^:Sîn."x yv/cH-4^'Co«.*'ïT 

a 
et 



substituant donc dans la valeur de M 9 elle deviendra 



-^ 



valeur que nous ne nous arrêterons pas à construire , attendu que 
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ikqus pouYon» panrenîr à quelque çhose'^de beaucoup plus simple» 
Parmi le$ divers préceptes qui ont ëtë donnés sur le choix de 
rioconnue , dans les problèmes de gëomëtric » il en est de très- 
Tagues et d'un succès fort încerlain ; mais il en est un aussi qui 
mdrite une attention particulière , parce que son utilité est de toute 
évidence : c'est ce qui prescrit de choisir de préférence pour in^ 
connue y dans tes problèmes susceptibles de plusieurs solutions ; 
parmi toutes les quantités dont la détermination peut conduire â 
la résolution du problème, celle qui f dans les diverses solutions 
dont il est susceptible ) subit le moindre nombre de variations. 

Ce principe o/Fre ici une application toute naturelle. Qué^Ton. 
conçoive, en effet » des perpendiculaires abaissées de Torigine sur 
les quatre droites qui résolvent le problème ^ il est clair que lors- 
que y comme nous le supposons ici , la droite menée de cette 
origine au point donné divisera en deux parties égales l'angle dans 
lequel ce point se trouve situé , ces perpendiculaires seront égales 
deux hi deux ; de telle sorte qu'en prenant Tune d'elles pour in- 
connue , le problème ne sera plus que du second degré {*). D'un 
autre c6xi ^ cette perpendiculaire une fois connue , rien ne sera 
plus facile que d'achever la construction du problème ; puisqu'il ne 
s'agira plus, pour cela ^ que de mener, par le poioi denné, des 
tangentes au cercle qui aurait l'origine pour centre et cette même' 
perpendiculaire pour rnjon.^ 

Mais cherchons d'abord l'équation d'où dépend cette perpendi-« 
culaire » dans le cas le plus général , c'est-à-dire , dans le cas oà. 
elle est susceptible de quatre valeurs di/Térentes. 

Dans le cas des coordonnées obliques, en représentant par r la 
perpendiculrire abaissée de l'origine sur la droite dont l'équation est 



(*) Newton a bien aussi ramené le problème au second degré ; mais c*cst 
d*une manière ai détournée et si peu naturelle qu*aac«n auteur d*élémens D*a cm 
devoir en faire m^ntibn^ 
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on aura 



OU 

(i— ilftf)*S'io:v=:r»(i+2MCos.y+Af ) ; 

;1 ne s'agira donc plus ^ pour avoir Tëquation en r , qne d'éliminer 
M entre cette équation et Téquatlon précédemment obtenue 

En prenant smcresâîvement les racines quarrées de leur produit et 
du quotient de leur division « on parvienl aux équations plus simples 

J 
cMS\n.y^r{i + 2MCos.y+M») , 

{b^aMYS\n.y:=^crM ; 

entre lesquelles l'élimination de M conduirait , en général, à une 
équation en r du quatrième degré. 

Mais lorsque ^ comme nous le supposona ici , b^a la dernière 
équation devient simplement 

à\i—MySxn.y^crM i 
d'où 

au 

_Lar -. «r+»fl«SIny 

i+ilf«=: : M t 

a*bin,y 

' tf o4 

a^SiO^y 
Tom. Ju 2fà 
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substituant cette valeur dans l'autre é<][ualion , et divisant par M-, 
il viendra enfin » en chassant le dénominateur , transposant , ré- 
duisant et ordonnant , 

^r*+2(Sin.y+Cos y''a^r^ca*Sin*y=6 ; 

équation qui a'éit plus que ^tt second degré seulement. 

Si , sortant de ces généralités y nous prenons le problème tel 
^ué Newton se rati proposé; c'est-à-dire, si nous supposons que 
les droites données se coupent perpendiculairement , nous aarons 
Sin.yss I y Cos<y=o , et cette équation deviendra simplement 

d^ob où lire 

C C 

Rien n'est plus facile à construire que ces valeurs. Soient menées 
les deux coordonnées PG«sPH=eii du point P ( fig. 5 ) , de manière 
^ former un quarré PO ; soit portée la longueur donnée c sur OY , 
de O ^ik D ; soit menée DG , et par le point H la parallèle HK 
}k celte droite , se terminant en- K à OX ; soit portée KH sur XX^ 
'de K en M «t de K en M' ; décrivant alors du centre commun 
O et des rayons OM, OM' deux cerctes concentriques, ces cercles 
seront ceux dont les tangentes , par le point P , résoudront le 
problème , qui , consÀ]tiemmcnt y dans le cas de la figure ^ n*aura 
que deux solutions , puisq^ue le point P est intérieur à l'un des 
cercles. 

On a , en effet , 

OH OH 

0M= OK+KMt=: PK+Ka= PPôd'*"^^ÔD • 

OM'=~OK+KM=-OK+KH=-OG.^4^D.^ ; 
c'est-à-dire , en sul)stU«4Mit,. 
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0M'=- — 4-î»^f!±i' ; 

valeurs qui ne dilTèrent de celles de r qne par le sîgne. de la 
dcrnicre, qui n'csl ici d'aucoqe cqnsîdératlon. 

On se convaincra facilement que le point P ne saurait* , dans 
auçu^ cas , être int<^rieur au plus petit des deux cercles ni mém^ 
au quarrë circonscrit dont les côtés seraient parallèles aux deux 
droites données. Si ce point ^ tDouv^it sur la circonférence du 
grand, le problème n'admettrait que trois solutions. 

On conviendra qu'il serait difficile de découvrir une constmcliM 
géométrique du problème plus simple quç c^lle que nous venons 
d'indiquer. Ce problème peut , au surplus , dans. le cas même le 
plus général , être très-aîsément construit par un procédé mécanique; 
il ne s'agit , en effets pour cela, que de marquer sur Tarète d'une 
règle deux points dont la distance soit égale à la (on|;i%^t|r (i^np^ j 
de promener cette règle sur le plan des droites données, de ma- 
nière que les deux points marqués s«ir spn arête soient invariable- 
ment sur ces deux droites. En Tarrétanu dans les deux , trois, ou 
quatre positions où elle passe par le point P et menant des droites^ 
ces droites seront les solutions du problème (^). 

Ceci peut fournir , au surplus , une ^lanièrie «ssel; comqiod^ 4(1$ 
construire les racines d'une ëqu^jîpn . du quatriènae d^gr^ qui n'ci| 
a que deux imaginaires au plus. Reprenons en ejfel l'équation doml 
les racines sont les quatre aegmjens que les dnait^ea ckerchéea d^r 



O En d'sotres termei, le problème revient i mener, par un point extérîear, 
«lie tangeAte à la ooadie dont il a aie' question i \\ page f i3 du précédent 
volume. 
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terminent sut Taxe des x, pour le ca» où Tangle est droit et le 
point donné quelconque ; celte équation est 

Si Ton fait disparaître son second terme , en posant jrrrz+r^, 
elle deviendra 

Supposons donc qu'on ait à construire Tëquation , sans second terme ; 

£*4-;>z*+fz+rsao ^ 
on supposera qu'elle est la même que celle cidesaus « ce qui donnera 

d^oii on tirera facilement 

Traçant donc deux droites indéfinies , perpendiculaires Tune Îl Tautre » 
considérées comme Bxes des coordonnées; prenant dans l'angle des 
coordonnées positives un point P , dont les coordonnées soient les 
valeurs àe ^ à , prises sur une échelle de parties égales ; résolvant 
mécaniquement notre problème pour ces droites et ce point et pour 
la longueur c , prise sur la même échelle ; les segmens déterminés 
sur l'axe des s^ à partir de l'origine ^ pris avec leurs si{>neSy réduits 
en nombres , au moyen de l'échelle ^ et diminués de *a seront les 
valeurs de z« 
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ANALISE TRANSCENDANTE. 

Recherche de diverses séries ; 

< 

Par M. Frédéric Sarrus , professeur de mathématiques 
au collège de Pezenas ; 



I. JCjN multipliant membre à membre les formules conooes 

Cos.*z=?Cos.*z — SÎB.'z , i=Cos,*x4-Sm.'z , . 

on trouve 

Cos.2z = Cos-*x— Sm.*z=s:Cos/z(i— Tang/z) ; (i) 

de laquelle on déduira 

Log.Cos.2Z5=Log,Cos.*z+Log.(i— Tang,*z) y . ' 

c'est-à-dire , 
Log.Cos,az=4Log.Cos.z-i(f(Tang.*z+fTang.»z+7Tang.»z+..^)j 

m 1 r 1— Ta»g.4r 

ou bien encore ^ en considérant i— Tang.*z sous la forme ■ p 

Log.Cos.3z=4Log.Cos.z-aitf j^3j^^ 

/ TànB,4z Y / Tang,4^ ^ y 

^ • Va-Taiig.4V ^* Va-Tang.4ry ^- • * • J ' 

^oms -X, n."" ym^ x.'^^ février 1820. 3o 
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formules dans lesquelles M est le module des tables , et qui sont 
très-convergentes , principalement la dernîirc , toutes les fols que 
Tangle z est moindre qu'un demi-droit, • 

H. Si, dans la formule (i) , on change successivement z en 
\z ,\z ^ jz, , on trouvera 

Cos. x=Cos.*î«(«— Tang.*rz) , 

Cosî« = Cos.*;2(i— Tang.*j«) , 

Cos.;«=Cos.«ïz(i— Tang.^ja) , 

• •••■• .,..., 

En maltipliant ces diverses équations membre \ membre , on ob- 
tiendra , par la suppression des facteurs communs , 

Cos.z = Cos.* \ «Cos.' \ zCos.' \t 

(i— Taifg.*iz);i— Tang.S^Xi— Tang.^i*) 

d'où 

1 

Gos.^zCos ^sCos -^.....si a , , 

(i.Tang.*fz)'(i.Tang.*3z)'(i-Tang.*iz)'.... 

substituant cette valeur dans la formule connue 

Sîn.z = zGos. \ zCos. jzGos. \z ; 

on aura 



Sin^z: 



( 1 — Tang,* i zy ( I — Tang.* \ z)\ i ^Tan^.* i z)' .... 

série tout aussi rëguUère et beaucoup plus convergente. 
m. Prenons encore les formules connues 
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Cos.z— -ï— < 

2 



SIn.z= 



e*V^«^— ^V*-x , 



dans lesquelles on a, comme Ton sait * 



'=»+^+îi-+*3T-»-i+-^-"- 



Uon ea déduira 



:Log 



Co8.jsr-4' V "— I Sîn^ 



auquel on peut substituer 



'^^^ôi/^I ^5* cos,»r— ^i::rsin^cos.« ** 

^ 1 y i~Sîn>g(Smjr-»Vli; Cos.z) 



(^) 



OU encore 



ou 



enfia 



^19 



et par conséquent 

z=r ^^ {Log.[i-Sm^(Sb*r-vf-^Co8a:)l-tojB-[r-Srn^(Smvr+^Co«an^ (^ 



Faîsons^ présentement 



d'ob 



Tang.z=x J 
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meUanl ce^ valeurs dans Tëquatlon (3) , elle deviendra 

-Log.[,~^,(^+v/=î)]| . 

En développant le. second membre de cette ëquatîon en deux séries 
et réunissant les termes corrcspondans « on tombe précisément sur 
la formule donnée par M. Kramp , a la page 39 de ce volume, 
et qui se trouve ainsi établie sans induction. 

Désignons l'angle droit par ç , et faisons , -dans l'équation (3) / 
4c=y — u , nous trouverons 

X * 

y— w=^77^ { Log.[i-Co8ai(Co5.i/-V-iSînji)]-Log.[t-Coa,tt(Co«.ii+V^Sin,ii)] J; 
développant le second membre , et observant que 

(Cos.«4-v/^sîn.w'»- (CosMs/z::;S\nMY ^. 

zious aurons, en changeant u tn z , ' 

Ç — ^— om.zi Sm.2z-i r— Sm.3z+ 

ï a o 

série très-régulière. 

IV. En Intégrant par parties , on trouve 
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et coirme ; lorsijne s désigne la tangente de l'angle z , on a 



d.=.^ 



on conclut de cetle formule 



•=7KièO'^i'(ï+;?)+b^^ * 



dont les termes sont tous positifs. 
On a encore 



1 «» 



d'où Ton tire 

ce qui donne , en vertu de la formule (4) T 

La valeur de z , déduite de la formule préêédente , ëtalt constam- 
ment trop petite ; celle qu'on déduira de celle-ci sera constamment 
trop grande ; de sorte que , par leur emploi simultané , on ob^ 
tiendra une limite de Ferreur résultant de Tus^ge de chacune d'elles ; 
condition que Ton doit toujours s'imposer dans tout procédé approxi- 
matif. Ces formules sont précisément celles qu*on a proposé; de 
démontrer à la page i88 de ce volume. 
On tîrV de notre dernière série 
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en supposant -z=^ , oa aura ^= oo , — =o et g=i ; subslU 

tuant donc y IL viendra ; en transposant^ 

multipliant oelid' cl par 3 ^ transposant et réduisant , nouj aurons 

"■"^ f ~l I 7 «^ 1.7.9 ^i 5 •7.»' «I I S' 7.9- I 1 • l7 I •»•••• 

multipliant cette dernière par f , transposant et réduisant , on aura 

— 7 ■»■ 7.9 ■"7-9. il ■■ 7 iF^l-iî "t* ••••••• 

Un procédé semblable pouvant être répété Indcfinlm^nt , on aura > 
en général y 

an 2» 2n<4-^ , an an4-2 an+f , 

^n+3 an+3 an+S :2n-f-3 an+5 2n+7 

résultat remarquable^ qu'il serait peùt-élre dîiBcile d'obtenir à priori 
et qui paut faciliter les réductions dans certains calculs {*). 
>y. Soit représenté , en général , par (/, 12) une fonction telle que 

» * 3 ; i+a * 

•n <aun . 

é'oii on tire » par îiktégration ^ * 



(•) Il serait curieux de savoir sî celle formule aurait également lieu pour 
une valeqr ^fraclioanaire m në^uVc Ae n. ^ ^' "" ' 
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2a3 



«n posant donc, pour abréger. 



sa.kiix 



=» 



celte équation deviendra 



/(/,A:+i)d/=-/(/,A)d/'x 






SI Ton prend les intégrales depuis /=o jusqu'il i=i , la fonction 
zi sera positive et moindre que Tunité ; d'où Ton voit qu*entrc ces 
limites J{i, A:+i)d/ est moindre que f[iyk)Ai , et de signe contraire. 
Il est même facile de s'assurer que , si Ton représente par ( — i)*-^^, 
l'intëgrale y(z 9 A:)d/ , prise entre ces limites, tous les -nombres ^^ , 
^i y -^2 «•••«••^it seront positifs. 

VI. Cela posé , si y représente une fonction déterminée de jtr^ 
«t qu'on désigne par Yi ^^ valeur que- prend y , lorsqu'on change 
jp en jr-4-/} Ton aura, comme Ton sait» en posant A^=si 

ji=r+('. o}Ar+(/, i)A"y+(/, 2)AV+...M 5 

multiplant par di, et intégrant entre les limites. o et i , on trou-^ 
vcra , en vertu de ce qui précède , 



A/yddr=:y4-y^.Ajr— ^,A*y+-^,Ay— i/,A*/+.;:* ; 



(6) 



en observant qu'entre ces limites y^jd/= A A'd^r. Intégrant la fdrmul# 
(6) par rapport à A , on aura 

d'où , en transposant et changeant de constante 
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Sy=/ydar— ^,y+^.Ay-^^,A7+.,.,:.. (8) 

Cette dernière formule nous parait de beaucoup préférable a la 
formule ordinaire ; attendu que les nombres de Bernoulli qu'on y 
introduit , deviennent bientôt excessivement dlvergens \ tandis qu'au 

contraire nos -^^ , A^y A^^ A^^ convergent constamment ^ 

comme nous l'avons fait remarquer plus hauli 

Pour donner une application de nos formules , soit 

y=*=^ , d'où fyàx:=i\x 



Ay=— , AV=+ — ' • 



A* — r 14 '*^*3 • fc 



alors la formule (6) donnera 



Aljr= — ^— • — *- 



d^oà. on conclura 



ar(x4-i) x(x+i}(x+3) ' x(«+i)(x+a)(x+3) 
et ^ en général , 

• 

Formule plus régulière , plus convergente et plus commode que 

toutes celles qui ont été proposées jusqu'ici , pour le calcul des 

diiFérences logarithmiques. 

On 
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On pourrait faîre une infinité d'applications des 8(?rles (6,7,8). 
mais, comme elles ne sauraient offrir de di/Tictilté , nous ne nous 
y aiTéterons pas. Nous nous contenterons d'observer que la for- 
mule (6) est comprise , comme cas particulier , dans la suivante 



Ayyd^r = A*- »y+^oAV— ^1 A*-^ ' j+ ^, A*+ ^y— 



qui'i*en déduit «vcc la plus grande facilite. 

VIII. On peut employer aussi , dans un grand nombre de cas 
la formule suivante 



d'où on conclut 



âx 



nous nous contenterons d'en faire les deux applications suivantes» 

\ I ây I 

Soit r=: — , d'où -r = 1 ; ^" *""** 

^ x^ dx X 



2 — =Consl. fc-— -- 



«* X a x(x+i) '6 it(«+i)(ar+i) 

série tout il la fols régulière et convergente. 

dy , dy , . 

Soit encore y=/J y n)àî j Ton aura -— =(/> '^) > ^ "57 =(^''+0+^^ 

et A*/=Ay(/ , /î)d/=/d/A\/^ /î); partant, eo observant que 

nous aurons 

Tom. X 34 ^ 
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(/,n+i)=A/, i»)<i/-iyî:i,«-i)d/-hîyt/,ii-*)d/-....: 

Si , dans cette dernière formule , on prend les intégrales depuis 
ïr=o jusqu'à i = i, en mettant pour y(/, /i)d/, /(/, /i— i)d/, •^. • 
-prises entre ces limites , les nombres qui les représentent et que 
nous avons appelés (— u)"^» , (— i)"**-^,— g ,..•— on trouvera 

On tire de là 

ou encore I en obsenrant que ^^s^f; 

^-"" aCii+iKn+a) V a ^T"^ 4 ^1 "^ "^"^ j ' 

formule qui servira \ déduire les uns des autres les nombres A^ % 

A^^ ^1 , A^ que nous avons substitués, dans nos formules^ 

aux nombres de fiernooUI. En observant que A^zz-^^ on trouvera 

Aq^ss: f =:0|5ooooooo , 

Ai^ ^ =0,08333333 ^ 

^ -rf.=: i^ =o,o4iB6666 , 
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^,= V;V =0,02638888 , 

^4= ~ aEiD,Ol87500O , 
-^1 = 7^^^ =0,01426918 , 



Or , ces nombres étant tons positifs , ainsi que nous Tarons àéj\ 
obserrë , et étant en outre perpétuellement convergena , il a'enaoil 
que 

a(a-t-i}(ii-f-2; \ ^ ^ 4 *• / 

d^ù on tire 






a(ii+l)(»+a) f+î + f+ Hh 

câ qui montre ^ mieux que nous ne rarions fait ci-dessus | la COB- 
Tergence toujours croissante de ces nombres.- 
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OPTJQUE. 

Sur le nombre et la nature des couleurs prîmîtîçes ; 
Par un Abonne. 



Jusqu'à l'époque où Newion parut» nous n'airlons guère sur la 
nature des couleurs que des Idées vagues ^ inoertaines et tout-à-fait 
indignes d'une saine philosophie ; et on a même quelque sujet de 
s'étonner qu'avec un tel système d'idées nn ait pu pénétrer ausst 
avant qu'on l'avait déjà fait à cette époque dans le mécanisme du 
phénomène de l'arc-en-ciel. 

Le philosophe anglais , armé du prisme ^ nous apprit enfin à 
interroger la nature par des expériences bien conduites , et à subs- 
tituer seis réponses aux rêves de notre imagination ; il nous montra 
le premier^ par des faits, incontestables^ que la lumière bUnihe, 
qui émane soit du soleil , soit de tout autre corps lumineux , soit 
enfin d'un corps simplement éclairé n'est point une substance ^Imp^e, 
mais qu'elle résulte du mélange ou de la combinaison de diverses 
autres substances jouissant de dllférens d(»grés de réfrangibilité. 

J'ai dit du mélange ou de la combinaison ; car il fiiul avouer 
qu'ici les propriétés dû corni)oVé dîfTèr'enV*d*une mahîcre trop mar- 
quée de celles de ses divers composans , pour qu*on se résigne^ 
volontiers à voir dans le pbcnomène quelque chose de moins qu'une 
Téritable combinaison , analogue aux combinaisons chimiques. Du 
moins est- il vrat quMl faut avoir une foi un peu robuste pourvoir, 
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sdit dans la rolailon rapide d'un carton chargé des couleurs du 
prisme , soîl dans les mélanges de poudres ou d'encres colorées , 
soîl dans tout autre moyen grossiers, employés par nos professeurs 
de physique dans leurs cours , pour la recomposition de la lumière 
blanche , autre chose que la production d'un gris fort sale. 11 nV 
a que la concentration du spectre au foyer d'une lenlille qui pro- 
duise véritablement du blanc. 

Il n'eût donc pa3 été aussi facile de deviner, à priori j* ce ré- 
sultat particulier des expériences de Newton qu'il Tavai^ été de 
découvrir que le noir est la privation ou l'absence de toute lumière 
et conséqueanmeni de toute couleur.. Mais , ce qu'on n'aurait pas 
deviné davantage , c'e^st qu'il y eût d^autres couleurs primitives que 
le rouge , le jaune et le bleu ; car les peintres savaient très-bien , 
depuis longtemps, qu'en joîgnjmt 'seulement à ces trois couleurs 
lé noir et le hlanc , on pouvait , par leur seul mélange , produira 
toutes les nuances imaginables ; et qu'en particulier on formait 
Yoranger , le i>ert et le piolet , en mêlant deux à deux les trois 
couleurs de la première sorte ; tandis qu'au contraire -il est al^sd* 
lument impossible de produire aucune de celles-ci par le mélange 
de telles des autres qu'on voudra. 

. Il parait que Newton lui-même ne fut pas peu surpris des ré- 
sultats auxquels il parvint; et Ton en peut juger parla multitude 
des expériences qu'il tenta , dans la vue sans doute de confirmer 
ou d^ détruire les cons/équences paradoxales que ces résultats pa- 
r.«îssaîent entraîner. . ' 

Une expérience constante nous a appris , en effet , que toutes 
les' fois que nous sommes assez heureux pour arracher à la nature 
quelqu'un de s(ts nombreux secrets , nous la voyons toujours par- 
venir à son but par les voies les .plus simples ; d'où nous sommes 
fondes à croire que , lorsque nous lui supposons quelque mode 
d'action Winl soit peu compliqué , c'est que nous ne .l'avons pas 
encore de vmée. Cpmment donc serait- elle ici au-d«ssous de l'art 
même ie plus grossier ? . 
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Je sais bien qu'on m'objectera que V oranger , le i^ert eï le violet 
que nous formons par le mélange de deux des trois couleurs bleue 
rouge et jaune , ne ressemble pas parfaîleracnt aux couleurs de 
mêtne norn que présente le spectre ; mais )e demanderai à mon tour 
si notre bleu , noire rouge ou notre jaune ressemblent davantage 
à celui qu on obtient par le prisme ? et s'il est bien surprenant 
que l'art ne parvienne \ imiter la nature que d'une manière Im- 
parfaite ? Que si l'on insiste , et si l'on dit que, par exemple, le 
9ert fornié par le mélange du bleu et du jaune du spectre ne 
ressemble pas non plus parfaitement au 9ert immédiat de ce spectre; 
je demanderai si Ton est biea certain de connaitre dans quelle 
proportion il faut m*êier ces deux couleurs pour approcW du moins 
le plus près du but ? 

Il est d'ailleurs une multitude d'autres considérations qui tendent 
à faire envisager le rouge , le jaune et le bUu comme àt^ couleurs 
essentiellement simples; et à faire regarder, au contraire , le çeri ^ 
le violet et Yoranger comme autaut de composés binaires (^). Que 
Toa propose , par exemple , & quelqu'un , de disposer , les uns à 
cdtë des autres, sur une surface plane , suivant l'analogie de leur 
couleur, trois rubans, le premier rose^ le second jaune^pûi/le et 
le troisième bleu de ciel\ il se trouvera très^certainement embarrasse ^ 
et ne verra aucune raison de préférence dans le choix de celui de • 
ces trois rubans qui doit occuper le milieu \ parce ^u'en effet le 
jaune n'est pas plus l'intermédiaire du rouge et du bleu que cha-* 
fune de ces deux dernières couleurs n'est Tintennédiaire des deux . 



O Dans tout ceci , j|e fais abstraction de Vindigo qui dbit être du çi»kt 
S*a n'est pas du bleu , et qui pourrait bien n'avoir été introduit dans le spectre 
que pour porter le.iuMnbre des couleurs à sept; car il est bien difficile que 
rhommc ne se décèle pas par quelque endroit. Ainsi Hujrghens , après la dé- 
couverte du premier satellite de Saturne, négligea de chercher les autres; ne 
ptésoaiant pas que le nombre total de ces sortes d'astres pât excéder s^U 
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autres ; attendu que chacune d'elles a un caractère quî lui est tout- 
îlfaîl propre. On ne pourrait donc arranger ces trois rubans d'une 
manière convenable que sur la surface d'un cylindre et parallèle- 
ment a, son axe, en choisissant ce cylindre de manière que les 
rubans en occupassent Tentière largeur. Chaque couleur se trou- 
verait alors en effet intermédiaire aux deux autres. 

Mais supposons que , le cylindre étant d'un rayon assez grand 
pour que les trois rubans appliqués sur sa surface laissent entre 
eux des intervalles égaux it leur largeur commune , on propose 
de «emplir ces intervalles par trois autres rubans, le premier ^oi/r/ , 
le second vert-pomme et le troisième lilas , de manière que les 
nuances se succèdent de la manière la plus uniforme. Celui k qui 
on fera cette proposition ne sera-t*il pas conduit , tsut naturelle- 
ment , il placer le ruban souci entre le ruban rouge et le rabais 
jaune; le ruban t^eri entre ce dernier et le ruban ilew^ et enfin 
le ruban liias entre le ruban ileu et le ruban rose (*)• 



a Te suppose » et je dois supposer dans tout ceci , que celui que Ton charge 
de cet arrangement a le sens do la vue parFaîtement i>rgaiiisë. On a rencontré » 
en effet , des individus qui , par suite de quelque vice de l'organe y ne dis- 
tinguaient dans les couleurs quç du clair et àa/6nci i et qui no concevaient 
pas, par exemple, qu'il pût être plus facile d*apercevoir des cerises sur un 
cerisier que des olives sur un olivier. Il est évident que des êtres ainsi orgà^ 
nisés ne conviendraient aucunement pour Texpérience que je propose. On ren- 
contre aussi dés gens quî ne distinguent dans les sons que le Jori et le Jaible ; 
et Ton conçoit que ceux-ci seraient également impropres à disposer des vases 
sonores , les uns & la suite des autres ^ dans Tordre des sons qtt*ils rendent , du 
grave à Vaigu, 

On pourrait facilement, d*après ce que |c viens de dire, disposer sjstémrr 
liquement , sur 'la surface d'un cjlindre i toutes les couleurs et toutes les 
nuances de couleurs simples et binaires. Supposons , par exemple y que le cy- 
lindre soit divisé longitudinalement , par des parallèles i en 36 bandes égales. 
On appliquerait sur l'une d'elles i3 parties de rougê pur ^ sur la suivante il 
parties dé rouge mêlées avec une de jaune ; sur la troisième Jo parties de rouge 
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On donne communëment comme caractère dlslinctîf des idées 
simples qu'on ne peut les acquérir , lorsque ce sont des Idées sen- 
sibles f que par la sensation même ; et qu'elles sont absolument 
Incommunicables par le secours des mots ; tandis qu'au contraire 
rimagination y en combinant à son gré des Idées simples , p^at 
former une multitude d'Idées complexes , n'ayant aucun modèle 
extérieur, lesquelles pourront être communiquées par le discours à 
tous ceux à qui les Idées simples dont elles seront Tassemblage seront 
familières. Or, s'il en est ainsi , comme on ne saurait guère en 
douter, Il faut dès-lors convenir que les idées à\x rouge ^ Am jaune 
et du bleu ont tous les caractères des Idées simples y tandis qu'au 
contraire celles de V oranger , du vert et du f/W^/ semblent' Ihcou- 
testablement être complexes ^ d'où il paraît naturel d'inférer que 
les couleurs de la première série sont des couleurs simples , tandis 
qu*au contraire celles de la seconde sont des couleurs binaires. 

Supposons , en effet ; qu'il n'y ait , dans la nature , que du 
rouge et du jaune et toutes les nuances qui peuvent résulter du 
mélange de ces deux couleurs » dans diverses proportions ; on ^e 
eonçblt pas mieux comment, dans cet état de choses, nous pour- 
rions 'nous former l'Idée du hleu^ que l'on ne conçoit comment 



et deux de jaune , et ainsi de suite , 'jusqu'à la septième qui , étant couverte 
de parties égales de rouge et de jaiine , offrirait Voranger pur. La huitième 
offrirait un mélange de 5 parties de rouge cl 7 de jaune ^ et Ton arriverait 
ainsi , par des nuances presque insensibles , à la treizième , qui offrirait le jaune 
pur. On passerait , par de semblables degrés , du jaune au vert , du veri au 
bleu ,. du bleu au violet , et enfin du violet an rovge. 

On pourrait d'ailleurs, en supposant originaîremenl le cj'lindre blanc , affaiblir 
graduellement les teintes, des différentes bandes depuis son milieu jusqu*à Tune 
de ses extrémités^ où se trouverait ainsi une zone entièrement blanche i et, à 
partir du même milieu, appliquer sur l'autre moitié de ces bandes du noir 
de plus en plus intense , de telle sorte qu'à l'autre extrémité , le noir ne 
aissât plus percer la couleur sur laquelle on l'aurait appliqué. Le c/lindre se 
Uouveraîl ainsi terminé, à cette extrémité ^ par une zone entièrement noire. 

nousméme$\ 
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iMtrs-fnémes 9 dans Tordre présent, nous penrrfoDs* imaginer une 
eouleur primitîte » e^sentielletnent dîstînete de t«^utes celles qoe 
nous, cennaîssom ; eè si , dens cette hypothèse y quelque habitant 
d'un autre nnîvera*, ayant ^pi'ou'fé la sensation do ^/» » tentait d« 
nous coriamnoiquer i*idee qu*il en a > la chose Wv seftit tieut-4** 
fsiit impossible. En un- moi , nous serions exactement,. par rapport 
^VL hieuy ce que .sont les areugles par rappori à toutes le» cotiieurs ; 
et ce que je di^icrdu thu^ comparé au rojige et an jaune « on* poiirrak 
égaleihent le dire de chacune de cea deux, couleurs comparées aux 
deux aatreaet it leurs dlrers^ mélanges*- 

Mais y si Ton suppose ^ au contraire ^ que quelqu'un' n*a jfamai» 
TU^que du- rougt y du jaune él da bleu dans toute leur pureté', 
hii ser»t«il impossible de se former Fidée des diverses nuances dé 
ces trois couleurs (*) ;i et , en particiriier , de V oranger , du vert 
et du 9ioUt X Et sera-r^I- dVi moins impossible à celui qui connaitru' 
les couleurs de cette dernière série , de lui en faire naître Fidée? 
je ne le pense pas. Ne pourra-t-it pae lui dtre , en efFet , que 
ïorangêr est im rouge tirant sur \erjaitne , ou un- jaune tlraiH snr 
Ib rouge ; que le vert est un jaune tirant sur le bien ou un bleui 
tirant sur le jaune ; et qu'enfin le vioht est un blett tirant sur le 
vouge on un^ ràuger tirant su* lé bleuet A ne oomidérer dono que 
des raisons de- pure convenance ; et en« supposant qu'aucun faif 
connu n*y fasse obstacle , tout semblerait coticdurir h faire regarder 
Ve rouge ^ ]&jaunê et le blett comme des couleurs simpler, et ^ 
faire admettre au contraire Voranger, le çert^ et le w'olei comm^ 
des couleurs essentiellement composées» 



<?) Je prie le lecteur & remarquer que jé dis impassil7eH non pa» ilffUilîr^ 
Je sais trop bien , en effet , qoe de t6iir les moyens' d^acquérir des idées seor-^ 
nblès ^ la sensation est' dé beaucoup 16^ plus- efficace ; et c'est ta ce qui éràbllè 
\k supériorîté de U langue du- dessin sur la langue articulée , lorsqu'il s-àgil de^ 
de«sriptiom 

Tom. X. ^ 
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Mais que pjeuvent , me dira-t-on , touies ces idées de convenance coittse 
des expériences décisives jcontrejdesXaits avérés qu'aujourd'hui personne 
n'oserait ^sérieusomentcooteslar ? N'est-ce pas ^seulement depuis ^ue la 
fjfhiloaaphle naturelle acessé d'élrepuremefitspécùlativeet conjecturale^ 
dei quelle .a pris ^'expérience pour base, qu'elle jêl fait de véritables 
|)rogrèf ^o ,. pour i^if^ux ^ire , .qu'elle est deyepue, upe véritable 
science ? et , Vi les .anciens nous ^nt Jégué ^n physique aine :si 
grande -multitude d'erreurs , Ji*est-ce pas précisément parce ^u*au lieu 
d^observcr la nature , parce .qu'au lieu de lui arracher ses secrets 
par ia voie de l'expérience >, Ils ont Mieux aimé chercher il If 
.deviner.? Or t ne saluon pas >qu'en faisant passer ixn quelconque 
des «rayons .du spectre ,à travcrs^^u^ second prisme , 11 ne svbit 
aucune .décomposition , et ^n Jaut-il davantage pour se cjônvaincre 
que chacun de ces rayons ^est bien f éellement indécomposable ? 

Certes , il est .bien loin de ma pensée de «chercher k létablir une 
.diictrine que des «expériences hien décbives tendraient i repousser; 
mais celles qu^n m'opppse ici sont^Ues de nature à ne laisse^ le 
moindre acc.cs ,h un doute jaisonoaUe ? |e ne le pense pas« Et 
j*obscrve ,d'abord que les expériences dont il s'agit ici sont extrême* 
ment délicates et dilHciles À «^écut/er ^ .qu^elles sie peuvent ggère 
4tre faites d'une manière i:onvenabIe^^u'^ l'aide de l'Héliost^t > c'est* 
i dire.^ d*un ^instrument qui n'est^ntre les J^ains que d'un Crès^ 
petit ^o.mbro^^ pbyMaçiis..i^ «rois ârès-fermemeot au théprèiM 
de Pythagore .4ur le. 4cjangl^ f ectangle , parce que des milliers de 
gé<3tfiAètres'^ «qui ^n ont «examiné plus d'une fois la déoionstratioo « 
l'ont constamment itrouvée «es&aete ; paroe, «que imoi-mème je l'ai 
répété peut, être i:entfois et varié d'un «grand nombre de manières , 
sans jafnaîsMrouver le rarsonnement «n défaut ;* parce ^qu^enfin je 
puis la répéter encore iout aussi eouvent «qu'il me plaira ; mais 
les expériences de Newton ^sur les couleurs m*6ffrent-eltes une aussi 
solide garantie.? -c'est ce dont le lecteur pourra J^ger^ par les détails 
dans lesquels je vais .entrer, ; 

J'observe d*abord ^ue ^ .«elon I^ewton «et ious les phyaif^ÎMi 
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qui ont suWl sa doctrme.y le spectro lie pté^enie pas proprement 
jf/7/ conteurs ; mats bien- wnà infiniié de couleurs difFéremmenlT 
réfrangîbles et pafmi lesquelles on< remarque seulement sept nuances* 
principales.. Quelques^ prëcaultons- donc que Ton' prenne pour iioler 
lé plus possible ces/nuances les^ unes' dès autres y, toujours* le rsiyon que 
ton fera passera travers* un-s^cotidpriisme' sera-nn rayon- plus* ou motoS' 
composé , qm cûnséquemment devra siil)îr quelque' dilatation , dans 
le sens perpendiculaire i^' la longueur de ce prisme,: contrairement* 
à ce qu'arancenf la plupart. des physiêiens.' 

Mais puisqu'enfin ceS' expériences' ne* sont pas- \ la-' portce de 
tout le monde-; examinons^ en* détail^ par- qui< elles* ont été faites, 
et avec quel genre de sti'ecès. 

Je renconlre d'abord Jlftf/7o//^", expérimenlâleur' 1res - habile , 
qui manqua 'totalement ces- expériences > et* qui- établit , d'après 
lès résultats qu'il en obtint*, uHe théorie* toute* dîfFérente de celle 
de Newton ( Éloges des académiciens ^'^jàt- Condorcet ,. lom. I,. 
pag, 85 ):. 

Smith dit bien- qu*ûn' rayon H(ymogètte''présenté^ à* un' second prisme* 
s'y réfracte* d*une manière* uniforme% sans se dilater plus* dans un' 
sens que- dans l'autre ( du- moinv autant- que Tœil' en'peut juger) ; 
mais ir n'explique pas- s'ir a répété^'expértence* sur chacun des 
rayons eiv? particulier ( Cours- compjlct- iFopiiçue yAradixciion de Pe-^ 
zenas ,^ tom: F, pag. l94).- 
'5G^^ï>'^XJ//fl?i^ convient* que réxpérience est'très-diJEcile', et qu*il^ 
iifest pas surprenant' que 'Mariette raît^mânquée; et il- donne' ses- 
Gonjecturea^* sur les^ causes» qui peuvent'souvent*rêropècher de réussir' 
{^Èlimens de physique y traduction dé Jôncourt', tom. Il, pag;. 2g3).' 
MMSscKenhroehSxV^txAtXîi^TiX que ,* plus un • rayon '■ aur^' été- rompu- 
p^r^ le prisme,, plus aussi il- le sera' par le' second; ce que per-~ 
sonne - n*a japiaîs' sofigé à' contester-' ( . Essai- de' physique ', • traduction ^ 
de Massuet , . tom* ' 11^, . pag;, 538 }. . 

Hollei dit bien'qu'audun des sept' rayoAs' du ^spectre' ne; se" dé-- 
composera^ à^ traYers'> un ^ second ^prisme ; . mais^c'cst • le* rat'jod' rouge- 
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qu'il prescrit de ck^îtîr poor Mijet des expénencfis ; ilinsUte J^sSU 

leurs avec force sur U dîfficuhë dç ropëralion ; mais il ajoote qu'um 
esprit non prévenu sera toujours disposé â Kejeter sur la défectuosiië 
des prifnes ce qu'elle pourra «firir 4e douleux dans «on résultat* 
II nous parait qu Vj/v/V docile aurait été le mot. ( Leçons de physique 
e^pirimeniaie f quatrième édUion , tom. V, pa§. 879 el suiT«) 

^ Pnuliaa dit à peu près la même chose , mais c'est toujours le 
r^iyon rouge qu'il prend pour sujet 4le «es expériences ( Dictionnaire^ 
de physique portatifs édition de 1769, lom. I^ pag. 2t5 )• 

Para parle' bien iégalement du rayon rjouge et du rajron piolei^ 
mais lout ce qu'il dit i ce 6uje;r oe saurait être d'aucun poids ^ 
attendu que , loin qu'il paraisse avoir (ait lui*méme les expériences « 
il s*appuy£ niiiqucment de ce qu'elles ont réussi i Newton et k 
Nollei ( Tiéarie des Hres sensibles ^ tom^ III » pag« 126). ^ 

. Cest encore le rayon rouge, que Sigaud'de-^Laftmt prend pour 
SMJct de ^% expériences , et l\ ne dit pas mémt qu'il ^an doive 
Autant arriver aux autres ( Èlimens de physique , tom. IV, pag« d36). 
Brisson indique le rayon rouge et le rayon ^i/>t£l comnoe ceux 
sur lesquels l'épreuire doit U mieux réussir , altendu , dit-il qu'ils 
ae trouyenJt aux deux extrémités du spectre ; mais il se détermine 
finalement poujr le premier ( Traité iîimentaite de physique^ qjua-^ 
irièmiî édition ^ tom. II | pag. . 3o3 \, 

Haily mentionne l'expérience sans désignation de couleur ; mais 
e'est toujours Newton qu'il prend pour garant, sans rien dire qui 
puisse faire crojire quHl a vérifié Lui*m^me « arec tont le aoin et 
tonte b «é vérité requise , les . résultats ohtenus par Le philosophe 
anglais ( Traité élémentaire Je physique^ deuxième édition , tom. Il,, 
pag. 2.10 )• 

^ IJbes n'a point mentionné Texpériefice dont il a'agît ( Traité eorn^ 
pjet et élé/nei:^taire de physique -, deuxième édition , ton. III )• 

M. Beudan s'est fort peu étendu sur ce sujet dans son Essai 
dMO cours, élémentaire des sciences phYsiques ; et quant k VL 
£iot y ij j^'^jst j^oQ^tapiment montré I^eirtoniei) trop prononcé pour 
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itfxp ce qoSl arance ik cet égard enlraine une convlolion *^oin* 

^ li ne dit pua d'ailleurs j m «dans son grand traite ^ ni dans 
Fabrëgë .qu*il en, a donne postérieupement , qu'W ait faii lui-même 
tp4ites les expériences ; «et il se contente d'en indii}.uer les résultats 
•comme ayant ^téoblenus par -Newion et par les autres physicicns« 

. En voilà plus ^u'il n'en faut , je pense , pour prouver )}ue^ si 
fe voulais entreprendre de révoquer en doute Texpérience p^r laquelle 
NevirtQB prétend prouver indistinctement rinaltérabiltté des diverses 
couleurs du spectre, je ne me trouverais pas sur un lerrain trop- 
uiauy^is.A sur-tout si je voulais faire entrer en ^ïonsideration Tin- 
- Uuence que. peuvent exercer des doctrines qui ont obtenu Aine ^grande 
wogvud^ et qu'on cherche plus à <confirmer qu'à <^ntredire , sur la 
inanièr<} dç voir des expérimentateurs. Toujours sera-l41 vrai de 
dire que , si chaque sorte de rayon jouit d'une réfraction cons^ 
tinte, il devrait être possible d'isoler complètement lés unes 4e$ 
antrc^s • les fouleurs du spectre , ce ^ quoi on n'a pu pourtant 
paryemr jgsqu^qi ; et que », au contraire , chaque couleur est 
x^omposée de rayons diversement réfrangihles , en lui faisant traverser 
un second prisme , elle doit se dilater un peu dans le s&[k5 per- 
pendiculaire à 4a longueur de ce dernier j(*)« 



' Cl ié vint encore A comprendre ppurquoi en tVst tovjours obttîné i em* 
]dojer, pour ces ezpéi^!encçs-9 un faisceau lumineux de forme conique , dont 
Vimepûti «est nécessairement d'autant moindre qu'on l'emploie plut loin du 
«sommet du cône ; et dent la divergence des filets vient d'aîReurs se compliquer 
4ivec celle qui s*op%re * par la dispersion 'dans le prisme. Bien ne serait pourtant 
plus facile que de se procurer un faisceau cjlîndriqne citrëmement intense, «t 
«éAséquémmeitt èeMcott]» plus propre aux expériences; il ne s'agirait , en «fiet^ 
poni; c^ln» que de recevoir, la lumière -solaife^sw une lentille oooyeae de{;randes 
djimeo^ons., placée an volet de la chan^bre obscure , et de changer ensuite 
la conyergence en parallélisme # au moyen d'une lentille «onvenableoient con« 
«ive y placée un peu en-de-$à du fbjer» 
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:i38 COULEUA» 

Doîr-on, elfe surpris d'après cela que la dàclrîne de Newton kit 
trouvé et trouve méuie encore aujourd'hui des sceptiques ?' et ,. si. 
parmi ses adversaires elle a. compté des Rizzetii ,. des Regnaud ^. 
des Pardies , des Buniers ,Aes Gordon^ des Gautier el iei Marai ,. 
on y rencontre aussi des Marioite , des Dufay y des. Lecat , des. 
Prieur cl des Wunschi et quel* fond peut-on faire sur des expé- 
riences qu*il n'est, donbé de répéter, avec, succès qii'à^ un petit 
nombre de physiciens privilégiés ?/ 

J'admets cependant, sans restriction aucune ,. toutes lès^ expé- 
riences consignées dans lopiique de* Newton ; j'accorde avec hiL 
que , non seulement les. rayons rouge , jaune et bleu du spectre ^. 
mais même les rayons, oranger , i^erf et t^ioiei «. reçus ^parement 
sur un second: prisme , et même- sur* tant* d'autres qu*àn^ voudra ^ 
n'y subissent pas la moindre* décompositiotl,. tandis qu'aux contraire* 
ce second prisme résout, de suite en. leurs, élémens les. mêmes trois* 
dernières nuauces ,. formées artificiellement par. le mélange des trois, 
premières deux à deux y et je- prétends, prouver qu'il* u'en^ réisulie* 
pas nécessairement que toutes, les. couleurs, du. spectre^ soient, dea^ 
couleurs primitives et: simples., l 

Je prie auparavant le lecteur de* bien i considérer, que je n'af 
aucunement Ici le- dessein> de faire, un. système ;. que j'envisage W\ 
cbose sous un^ point: de vue* purement logique ; que ,. n'ayant opposé 
à. la. doctrine* généralement' admise- que- des. doutes* et des> raisons 
de convenance >. j'accorde* qu'il se ^pourrait, en.tôuie* rigueur , qu'il' 
y eût sept- couleursv primitives ,, dans, toute- l'étendue^ de- l'acreption^ 
de ce mot ; ce que je me propose ^ seulement: d'établir \ c'est* que 
Texistence de ces .f^/7/ coulèursvne résulte pas« nécessairement des 
expériences desquelles, on* prétend s'appuyer- pour l'établir ; et qu'en, 
particulier ces; expériences, pourraient' fort bient se- concilier, avec, 
rôpinion^très-plàusible d'ailleurs, de ceux. qur n'admettraient; pourr 
couleurs, prîmiûves proprement' dites ,, que^ \^ rouge y \t jaunetV. 
lé hleù. 

Dâns.rétatùctuel; de la;Sciénce-^^on: peut. distinguer , dans* les» 
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TayoDs du spectre solaire^ six qualités principales ; savoir : leur 

coloration , leur rifrangibiliti , leur force d'illumination , leur 

Jaculti calorifique' ^ leur influence ^chimique el leur propriété 

magnétique. 

D'un autre xà\é , Vien que la Dature 'jes molécules de la lu*^ 
miére Hqus soU absolument iocoiuiue , op conçoit que* deux de 
•ces molëcules , «comparées Tune ii l'autre , ^peuvent -dlfrérer entré 
elles ou par Içur^iir^, ou par leqr^'o/uffitf» ou par leur densité ^ 
pu par leur -rzV^^^^ j ^u enfin par plusieurs de ces choses a la fois ; 
ce qui ^ ^u besoin , pourrait o/Frîr quinze <:lasses «distinctes de 
jnoléculeSé 

Mais^ comme je n'ai seulement Ici ^n Tue que la coloration 
et la réfrangihilité , je supposerai que toutes les molécules de la 
lumière ont rlgouveusement la même densité et la même vitesse ; 
et qu'elles ne différent -conséquemment Its unes des -autres que par 
la figure «et par la ^mssse. 

Admettons que la Télràogîbilité, indépendante ^e la figure^ soit 
plus grande pour les molécules qui ont moins de masse et^ moiitdre 
pour celles qui «n ont dayantage. 

Admettons «ncore que la coloration > lou l'Impression sur VorgMie^ 
tout^- fait indépendante de la masse , «le soit pr«>d4iite ^ue par la 
figure seule 1 -et t]ue lès « molécules de la lumière A'ai&ctent «que 
trois formes différentes. Tour fixer lés idées ^ supposons *qae ^es 
formes «oient le ifétraèdre , Voctaèdre et Yicosaèdre réguliers ; que le 
tétraèdre produise la Mnsationdu rouge ^ V^cfaèdre celle du jaune. ^ 
et Xicosaldrè «celle ^u iteu. 

Admettons enBn ^ue les molécùtes 4* cliaque coulem* , et , pat 
Conséquent , de chaque ligure , ne soient point toutes égales en 
grosseur , ni conséquemment en masse ; que ces masses <léeroissent 
par degvés msensîblcs ; mais de tfcanière pourtant ^ i .^ que les plut 
grosses molécules rouges aient plus de masse que toutes les ;aqtres ^ 
%:? ^ue les plus .giwses WQléôpUi^yVwttF aient pl^Sj 4f mass^ 4"* 
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3^ COULEURS 

les plus pctittes molécules rouges ; 3.^ ^ue lés plus grosses^ motif- 
eulcs bleues aient plus de masse que les plus petites morécules 
jaunes ; 4.*' qu'en ffn , outre «ire première* sftîe de molécules rouges\ 
dont la plupart sont d'une masse ëgaie à quelques molécules faunes^ 
mais toujours supérieure \ celle dies plus grosses molëcufcs* ^/ês^x ^^ 
il existe une seconde série de ces molécules rouges , dont les mo^ 
Iccules aient une mtisse inférieure à celle dbs plus grosses molëcutes 
tleuôs y nMis non inférieure à celle des plus petites*. 

Ces suppositions admises , et elles n'ont , certes , rien qui xi^ 
pugne » toutes lés expénencés auxquelfes ort Toudra soumettre un 
rayon solaire donneront éiridemment dès résultats Identiques avec 
oeux qui* se trouvent consignés d&ns roptFque dé Newton* Ainsi ^ 
Ifeur passage par lè prisme dbnnera Btrssance- à un spectre coloré 
présentant y du rouge au viohst , une infinité dir nuances parmi 
lesquelles on en remarquera si» 00 j^/r/^principares^; et chaque cou* 
leur en particulier » en traversant tant d'aùtresprisnaes. qu'on voudra^ 
ne pourra plus subir de* décomposition ultérieure. 

Dans cette hypothèse , Voranger , le* péri et lé tmlèi seront bien 
véritablement des cpuleurs binaires \ mais il' en pourra exister de- 
deux sorte», dans chaque espèce ; savoir : des^ couleurs bioainsdonr 
les moléoulea présenteront deux sortes de- figures et dem sortes- 
de masses; et eelles*ci se décoaiposeront facilement en. traversant 
on prisme; et des» couleurs binaires dent' le» molécules présenteconi 
ë);alement deux sortes* de figuies , mais des messes' égales. v er-- 
bieniqpe la sensatioïkpcoduitesar, Tcail par ces dernières seit en 
tout pareille è celle qu'il reçoit dn choc- des autres*^ elles résisteroni 
néanmoins. à tous les moyens de décomposition dent nous. pouvons, 
disposer ;. elles, ne seront pas indécomposables. ,. mois elles, demeu^p 
seront iniicomposies » tout aussi long- temps qp'on n'aura pas dé^ 
couvert des. moyens d!agir sur. elles diEérens de ceux qui nousu 
|ont présentement connus. 

Je ne pense pis>: au^urplus , q«e rieode eerque je viens d'avancet: 
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ailt ëtë désavoué par Newion luî-même. Plus réserve, et , pour ainsi 
dire^ moins New^onien que la- plupart de ceuxr qui l'ont pris pour 
guide , il dit , dès les premières pages de son ouvrage : Lumen 
eu jus omnes Tadii sunt œque refrangibiles , id ego simples^ homo^ 

geneum > et similarc appello Hon quod id plane et omnimode 

homogeneum esse , qffirmare velim ; scd quod radii qui pari sunt 
refiangihiliiaie , iidem in istis saliem omnibus , de quitus in hoc 
lihro disserendùm èrit , proprietaiibus intèr se coriveniunt. ( Opiice 
traduc4. latine de Sa'm. Clarke , Lausanne, 1740» pog.^)* 

Et ailleurs ( pag. 17 ) : Obserçandum est autem , ex hisce ex-^ 
perimentis non id continua ejfici , ut illud omnè lumen , quo e charia 
cœrulea finit , magis refrangibile putandum sit , quam id omne 
quod fiuat e rubra : utrumque enim istorum luminum ex radiis 
diverse refrangibilibus compositum est\ adeo ut in isto rubro lu^ 
mine nonnulli sint radii nihilo minus refrangihiles quant radii in 
cceruleo et in isto cœruleo lumine nonnuUi sint- radii nihilo magis ^ 
refrangibilès q^tam radii- in rubro; 

hypo^f le' hù de janvier 182a»- 
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Mt DUPLICATION 



a 



GEOMÉTJIIE TRANSCENDANTE. 

,Çon^Jruçtion graphique approchée du problème rde Ja 
duplication du cube; 



JPar M. Gergonnï. 



^'^'> 'V'%**X#'^'X.^W 



,J 'ai montre , à "la page ao4 <lu précédent vdlame , .Comment ,:au 
moyen d*une parabole .et cle sa développera ., exactement :tracëes ï 
ravance .et .une .fois pour toutes , sur une feuille de cuivre ou de 
.carton , on pouvait aisëment parvenir à déterminer graphiquement, 
d'une manière approchée , les racines de .toute équation donnée 
.et numérique du troisième degré , et obtenir conséquemment une 
solution graphique approchée .du problème de la Trisection Ât 
t angle, 

J'sTi remarqué postérieurement que la même figure pouvait aussi 
,trè&-simplement fournir une construction graphique approchée du 
problème de la Duplication du cube. La manière de l'employer à 
ce nouvel usage peut être comprise sous l'énoncé .que voici , et 
qui me parait n'être point dépourvu .d^une certaine élégance. 

Cherchez le point de la parabole dont f ordonnée est égale à 
t arête du cube donné ; menez la normale de ce point , JafjuelU 
sera en même temps tangente à la développée en un .certain point \ 
cherchez le point de la développée dont Vordonnée est double de 
celle de celuir-là ; par ce nouveau point , menez à la développée 
fine tangente , (jui sera fin mime temps normale à Ja parabole e^ 
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DU CUBE. 2ii3 

7Mn. second point] Tordonnie de ce dernier point sera Varètt 'du 
iCuhe ^cherché ^ double en volume du cuffe donnim 
.Soît , eB vefiet y l'ëquatieB de la parabole 

'l'équation d^une normale sera 

«ou 

Si Toit •ineilt que le poîm (ar, y) soit un point de la d^rèlopprfe*, 
il faudra qu'en diiFérentiant cette dernière équation par rapport à 
x' , y^, les -coordonnées ar., y denatsàreiit OMistantes , ce qui donnera 

;[(^-.^/)_:,^] g =y/ ; 
mais la idiiFérentielle >de V&s^tCiati de la parabole eit ' 

««éliminant vdonc — • entre ces deux ëquatioos | 11 viendra 

félimînant enfin x^x^ enlre celle dernière équation et celle de là 
-normale , on aura 

lee qui dous apprend que les ord^nées. des divers points de la 
.développée sont proportionnante aux mbes des ordonnées des points 
Mùrrespcmdàns <de.\la ^paraholt^ et fusAifie ainsi ia -construction dn- 
diquëe )plus iiaul. > 

On voit eoinékiie temps iqu'une esonstpuiition toitl-à*fatt iandlq^^ 
irésoudrait le problème ^ >pliis çëoéral ^ où Âl s'eigîrail de ^dite^-* 
miner Tavkt dun, wbe dmit .le volume fût à ^elui dun autre -cub^ 
Âont T arête est donnée dans un rapport donner? 
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*44 DUPLICATtON DU CUBE. 

Si la parabole avait une ëlendue trop bornée pour qu'on pût* 
l'employer à la solution itnmédlaie do problème i on substituerait 
à l'arèle du cube donné, sa moitié , son tiers , son quart, en tout 
autre de ses sous-multiples ,.et , opérant comme nous l'avons prescrit 
ci - dessus , on parviendrait au même sous-multiplc de l'arèle 
cberchée. 



QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problème d'Analîse indéterminée, 

OuBLLES sont les valeurs entières les plus générales de s et y 
qui rendeat entière la fonction — -- ?. 

Problème de Combinaison. 

Démontrer , à priori , ridentitë entre les formules qui résolvent ' 
lés deux, problèmes suivans : 

I. De combien de manières peut-on choisir /i choses parmi m . 
choses toutes différentes les unes des autres; ou, ce qui revient au 
même , combien de termes peut avoir , au plus , un polynôme 
homogène de n dimensions , formé avec ;?i. lettres donf aucune n'est* 
répétée plusieurs fois dans un même terme ? 

IL De combien de manières peut-on • ehoiair » choses - parmi * 
m— ^/i-|-i sortes de choses, en nombre indéfini de chaque sorte, 
avec Id faculté -de prendre tant ou si p#u de * choses de chaque 
sorte qu-'on voudra ; ou , en. d'autres termes, combien de termes doit 
avoir un^polynome homogène ^tf^^y^i^/' de n dimensions , :fonctioai 
de OT—/i.-t-i Jet très ? 
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ANALISE TRANSCENDANTE. 

Recherches (Tanalise ^ relathes au développement des 

fonctions ; 

Par M. FRéDERiG Sarrus , professeur de mathématiques 
au collège de Pezenas j 



iL^OlT Téquatton 



x-î{a,l,s) y 



et soient V , V des fonctions, entièrement arbitraires de x sans 
a , b ) on aura 



àU 



AU àx 

9 



da 




Ax 


Aa 


AU 




AU 


ix 


«lA 




Ax 


Ai 



(0 



Aa 
àV 



AV Ax 
Ax da 



ix Ah * ) 



les ëquations des deux couples donnent , par dlrlsion i 



ix 

Aa 
Ax 
Ab 



du 

d« 
Ah" 



ix 
Aa 

Ax 
Ab 



AV 
Aa 

AV » 
Ab 



«et en égalant ces deux valeurs 

. Tom, Kt ».• IX, !.•' mars 1820. 
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346 DÉVELOPPEMENT 



dU dr _ iV AV 

L'on a encore 

du 



(3) 



3J dJda "*" d» da^ ' 



~àb _,^d't7 dF dU 



àa dadi da d^ 

mais, en vertu de l'ëquation (3), 

a^_ d»£_ dr dt; _ dr àu 

1^ àbàa ' *' d* da ■" da d* ' 

donc finalement 

et Ton aurait semblablement 



d^ da 

SI Ton avait 



et que V ^ V fassent des fonctions quelconques de *, ^,| sans 
Ojb,ag,igion trouverait, comme dans ce qui précède. 
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VES PONCTIONS, 



(5) 







au Ar 


iV 


iV 


] 






âa d* "" 


•ir 


i» 


1 






dP dr 


dU 


,dr 








. d^ d*; - 


d»' 


do' 


1 


d'où 


on 


déduirait 












du 

d.r~ 

dtf _ 
d» 


àa 


' 






du 


do' 




et aussi 


■ 














■ aSS M 


a.ï7 


dr 

db 



(6) 



d» 



da 



•'■ï'^ «'•^3^ 

w ^ d^ 



d6' 



d^ 



247 



Les équations (4 > 6) peuvent être utilement employées au dëre- 
loppement de certaines fonctions. Soit, par exemple > l/' i dérelopper 
suivant les puissances de i , lorsque x est donnée par Téquation 



*«f(tf+**) ; 



(7) 



X désignant une fonction quelconque de x , sans a ni i. Nous 
déduirons d* abord de Téquation (7) 

P désignant ici la fonction prime de f ^ cela donnera^ 



^ î v^ 
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»48 DÉVELOPPEMENT 

on trouTeraît de la même manière 

âx ££X^+bz) 



" .-*±-t';«+*.) 



La comparaison de ces deux yaleurs donne 

âx^_ dx 
ûi ~^ àa ' 

comparant ensuite ce résultat avec les équations (t) , il Tiendra 
iU dU 

ce qui fera devenir Téquation (4) 

d.F — - d.zF— - 

~" 5 • (9) 



db da 

changeant ensuite f^ en z'' , on aura, pour ce cas particulier, 



di do 

L'équation (8) donnera donc, en vertu de. cette dernière, 

M* 3r da ' 

d'où on conclura , de la même manière , 
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et de celle-là 









d\z* -— d'.x* -7- 



ddd» 









da^db da^ 

et ainsi de suite ; de manière qu*on aura , en gënëral , 



du 



da 



dani-»i 



00 



Une fols parvenu à la formule (11) , le déyeloppement de Ui 
suivant les puissances de i ne présente plus de difficulté. 
Soit encore 



jr=f(j+i^) ; 



*i=fi(^i+3i«i) ; 



z, z, étant des fonctions quelcot^'ques de a ^ .or, sans û , i ^ ûg , ii. On 

trouvera , par la dllFérentiatlon , 



dx 
17 



En posant , pour abréger , 



a.r 



]a dernière de ces équations donne 



., « > 
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DÉVELOPPEMENT 






à*oh, en conclut , au moyen de la première ^ 



àx 
dT 



f(a4-&«) 



-'(^+*ê:)''c+*.) ■ 



On trouvera semblablement 



djPi , àx 



à» _ 



rP(«-f>r) 



*"-'(s+*è>'<'+'')' 



Ces ëquationSi comparées aux précëdentes, donnent 



ix 



Ax 



àb ^^ àa ' 



cUpi cLr, 

"dT"' dT" 



(la) 






En suivant la marche qui a conduit à celles-ci , nous trouverons 
semblablement 



dx àx I 

d^, ' àa^ • 



àxi àxi 

àbt ' dfli 



) ('3) 



En observant donc que 
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dV du âx , dI7 àx, 
éa àx da ' dx. da ^ 



^A *~ -1*. <1A • 



db 



dx d* ^ da?i d* ' 



a5i 





dl7 _ du Ar dl7 d«, 
d«, "" d« dai d«, dtf, * 




dV dV dx dU àx, 
àbt~ dx d*. ' d*. d*. * 


nous aaroDs 






àV _ dV 1 
d* ~' da * ( 

dU _^ dl7 1 
d*. "'* dfl, • 1 



Enfin , en suivant la marche qui nous a conduit des équations 
(4> 8) à la formule (ii)» nous parviendrons aux suivantes. 



dmU 



da 



) (»5) 



d^i*"» dai"»»-» * J 

Pour compléter cette recherche , il faut parvenir \ l'expression de 



d»mdJ «. • 



Pour cela , soit 
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35a DÉVELOPPEMENT 

du d^ d^ 

da . d* ~ d« * ^ ' 

p t <l ëtant des fonrtions de j; , jt, , satisfaisant , pour V , aux 
équations (i5) , du moins en ce qui concerne p. Avec cette res- 
triction , Ton trouvera , en développant 

„ dtJ ^rf ^P ,^'i\x^^ , ,s 
^"17 = ^1" -ïb + d;; +17 ("^^) ' 

et, comme îl suffit de satisfaire \ cette équation^ nous poserons 

dilFérentiant la seconde par rapport à a , elle se réduira , en yerta 
de la première, à 

i^-T— = /»£*"■ -r- » d'où /^s/nz"***; 
'^ da da 

mettant cette valeur de p dans la seconde des dquatlons préed«» 
dentés , on trouvera pour q 

et Tëquatlon (i6) deviendra 

da d* ^ ' d« 

d'oà on conclure 

d". 
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mM^ en verlu des équations (iS) , on a 



9 



à^M^mmt^U d^.-'.z/ 



âai 



et encore 



m. M I m. 



^^ d-.-..^.....-_ 



ainsi Ton aura 

en observant que la quantité dans les parenthèses peut être mÎM 
tous cette forme 

^* dada.^^' da, da ^' IT da, » 
3 Tiendra finalement 

à» _ \ dadtf,^ ' Ai, da ^ ' da dg,/ 

d4,«« "* dai"» ^ 

vuûs on a 

d'»+'"«l/ da 

d*«dJ»'"t d^*« »d^^ni» ' 

partant 
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i54 DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS 

j!!^:^y J"""" ': (" ^' 'd^;^" "' da.— +^^r 1;;: ) . . 

Une fois parvenus à la formule (17) , le développement de 17, 
suivant les puissances et produits des puissances de t^ bg ne saurai! 
plus offrir aucune difficulté. 

Il est aisé de voir ; d'après ce qui précède ^ ce qu*oa aurait i 
faire , si , ayant les trois équations 

s =3f {a ^b z ) , 
*.=f|(^i+*i^i) > 

OÙ Z , Zg , z^ sont, supposés des fonctions quelconques dejr^jr, , 
x^ , sans a^ b ^ ^i 7 b^^ a^ f b^ , il s'agissait de développer U^ 
suivant les puissances et produits de puissances de 3 , 3« , b^ ; U 
étant lui-même une fonction de s y x^ x^j sans a ^ b ^ ûg ^ bg^ 
^a f^i / et il en serait de même pour un plus grand nombre 
d'équations entre Un ptirell nonibre de 'fonctions. 

rious terminerons (iar observer ^tie M. La|>lâce était depuis long* 
temps parvenu à la formule (17) et à %e% analogues; mais seule- 
ment dans la supposition où b , bg devaient , après les di^érentia- 
lions^ être faits égaux i .aéro ; ce n'est même ^u'en admettant cette 
hypiolhè^e y que M. Lacroix est pârrtenîi aux équations (i^) ; voyez son 
2>aité de calcul différentui .éi 3e càlcût intégrât ^ cleuxième AIU 
lion , tom. I, pag. 281. 



Digitized by VnÔOÇlC 



FRACTIONS RATIONNELLES. a55 



ANALISE ALGÉBRIQUE. 

Du développement des fractions rationnelles composées 
en fractions partielles i 

Par M. *** 



1. f^ETTB matière a etë traitée, »vec beaucoup de soin et d^'ëtendue , 
dans Vlniroduciio in analisin infiniiorum d'EuLER , et ensuite dan» 
ks Instiiuiiones calculi diffifentialis du même auteur. Cependant^ 
je ne crois pas que les méthodes consignées dans ces exeellen» 
ouvrages soient à ia fors les plu« faciles et les plus expëditives. 
Je Tais en exposer une qui, à plusieurs égards ^ me parait mérllair 
la préférence» 

Trohlème L 

âw Eti^nt donné ta firaction ■ - ^^ ^ dans laquelle r-^njf-f-jffj;* 

est le produit des deux facteurs inégaux i — ps , r — p'sf , on propotr 
de la décomposer en celte suite de fractions partielle» 

A . B . C Z 

■ (i— /l'a?)» $Ji-T?'*)*^ * i*— y»"* ^ "'*•*''' p—j^ir '• 
&£aia. 



DigitizGd by 



Google 



356 FRACTIONS 

_ _ I # 

et par conséquent 

en posant , pour abréger ^ ! 

Donc la fraction proposée \ ^ ^î 



Mais , en ordonnant la suite qui résulte de cette fraction par rapport a 

— y comme il conviendrait dans Thypothèse de # infiniment petit , 

il est clair que les m premiers termes de la suite ainsi ordonnée seraient 
ji Tï c* sr 

— H -4- — ^4-....+ — ; puisque le développement des autres 

parties A : + , ne peut donner aucune 

puissance négative de • \ donc les m termes 

-+-^+-^+ .:.. + - 

sont précisément les m premiers termes que fournira le développe* 
ment de Texpression ^ . . ,* • 

Mais on a ■ -, . •-*• * 
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4onc 



jusqu'JÉ ce qu'on ait m de ces quantités. 

En opérant MmUablement sur l'autre facteur i^-^p'w^ et faisant 

la fraction — ; — -— — — se trouTera décomposée en ces deux suites 
i(i m& I m -m-f*i &* i ) 

+ 1 S I m V I .1» m+x J'* 1 \ 

dont chacune doit avoir m termes. 

Puisque mrzp^pf et l^'=^pp^ , les quantités a , i ^ af , 6^ peuyenC 
s'exprimer par le moyen àe p eip^ seulement; ainsi on aura 

^ if 
3. Si Ton suppose que le développement de la fraction ^^ ■ 

donne la suite récurrente 

pour en avoir le terme général l^ , on fera ^ pour abrëger^ 
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n+i n+a n+3 n-fm— a ^y^^^ 

i a S m"-"a 



tt fe terme général demande sera 

4* SI les facteur» de i— «jt+Z^^* ^nt îmagmaires » on les re^- 
f rëscntera par i— /(Cos^-f-y'^Sîn.^)*©! i— /(Cos.f — v^HîSîn.^)» ;. 
tt , comme on peut prendre ^s i sans quie le calcul en soit moioa» 
g^éa^l>i ^^ auKL 

]f =rCos.H-/=TSîn,«^ , 

jp^:=Gos.f— v/^Sin.f ;. 

mais- aloE» •ssaCos.f , /isi. • donc 

«=aSin.f v'=î.(Cos.f— /=;Sîn.r) > 
ftk anta Mmblaltlemrat ^^, i^^ ea chao^j^nt le si^e de »/^; 
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donc , la 5uite qui vjent da développement de la fraction 

o^cIh^O" '^^" *'™' ^^''^"^ 



|C)=: 



— ^Zbl îlhî "+3 À-fm— 'X Co«.[(m+7i)^— m-go**] 



1 a 3 m— I a'"-«Sin.'^ 



I f a* ' '3 in— 3 T "^ à"»+ « .STu-wm- i ^ 

n+ï n+a n+3 n+m-^ m m-fi m44 Co8.[(m-t-w^)^(m4^).9o<^ 
' X a 3 **'* ro— ^4 I a 3 î|w-»-«;SlH.*H-t^ 



en conlln liant ainsi jusqu^i ce qVon ait m '^terines. 

5. On peut simplifier celte formule , en réduisant des termes 
au même dénominateur ; alors elle devient , ^rès pîiisiéurs 
réductions 



i(ii). 



n+m+j n+m+2 n-f-m-f^ »+m^4 HT-am— 1 Sîn .Çn-f-Q^ 



I a 3 4 . ., m— 1 a««-aSin.a«-«f 

m— 1 ii+m-4-a n^-m-f-S ii4-m+4 * W— am— i SiD.(ii-f 3)^ 



4 



1 a , 3 4 m— I a*«"*Siii.*«-«^ 

m*— I m— a n+m+S ii4-in»f4 ii-*ain— i Siiu(ii*4-5)^ 



X a 3 4 wi— i a«»-*Sin.»«-«f 

m—i ??i— a m— 3 n-)-m44 «— am— i Sin.(R«4-7)^ 



3 4 * III— I AVnWaSlo.aw-.i^ 
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• Euler a démontré celte formule pour quelipies M5 partîculkn; 
dans son Introduction, 

Problème, IL 

) 

6. Dëcomposer la fraction ' ->iMca,toi— > 3)« ^^ ^^^ ^^**^ ^^ 
iraction» simples 

^ +_?_+-JE— + ...+ ^ 



A! IBf O Zf 



en supposant que X'^-px , x-'j/^s ; x—ff'» sont tes trots &cteuis 
indgaux de c— <•«+/>«*— y'*^? 

Soît I mmpsss •■ f d'oà dTs } en posant powr abré^ 

f: 

FF-*' 

fe qnaatîté x«-^«jr4*/Bv^— t^jr' cttyiendra ûé+im^+c^.' Mais ; t» 
Begardaat • comme infiniment petit ^ les seuls tesmca infinis <pî 
■ésuhent de la fraction proposée sont 

4 
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.'»^^.. "r* + ~ . 

Ces mêmes termes se tireront de l'expression ' de'- 

teloppée jusqu'au ot."« terme, et par conséquent on aura 

igalîfë vraie , en développant le premier membre jusqu'à la puis- 
sance m — I de m feulement. 
7. On aura donc 

^= Pi. . 



I a ' 



^ m m+i 3» ^ me. 

6 =+ — . . — ^ . — ^— A , 

I a a> I a 



m m+i m+a *^ ^ , m m+i ai^ . 
I a 3 a3 '^^ I a a* ' 



D'ailleurs, le terme gënëral des quantités j4 , B ^ C y D, :est 

ji ^ B C 

assignable; car, an lieu de la suite ■-+-- — h— J-...;, soit 

pris , pour plus de simplicité , — (i — y»+2''"#»-«2y//«»-|-;-.,.) - 

et on aura T»', c'est-à-dire , le terme qu'on voudra ; dans la 
suite T, T" , T"j xprimé de cette manière, • 
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m m+i m+a . . "»+*—» f^ 

m ro+i m+a. m+«t— a fc—l M-«» 

"~T"~â 3"" **** «—I " » «*-' 

m m+i m+a 'n-M'-3 »-» 4-3 *»-^» 



■ ^- 



'T"^ ' 3 Jlt— a I 2 «*•» 



I a 



m m+x m+i m4-ft-4 *-3 fc-4 *- 5 3*-^^^ 



1 a 3 ft— 3 i a 3 a*-» 

+ 

Sî, relativement aux autres racines f/ , p^^ \ on fait les mêmes 
opérations , et que ks quantités analogues i 1^^ soient S^ et 
K^*^ , la fraction proposée se changera en ces trois suites de frac- 
lions simples 

^i_jr !n 'P( _ T^^ I j 

+jL»_j t—+-Ji £::— +..J 

«"» \ (I— y'«)'« (I— /T'a?)"*» (1— /»'«>'«-■ Cl-/F'a:>'"- > ) 

Au lieu de déduire les quantités P, T^ , V* , et leurs 

analogies dé Uloi générale expesée ci-dessus , on pourra , si Ton veut , 

les tirer d«r dérclof^penieot de le fraction j ^ \M > C[uî doit 

donner i-.Iv«+I//«^— J/V-h.».. , jwwja'au. i».»* tesm» inclusif 
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Tement ; de sorte que , dans ce développement , on pourra né- 
gliger •" et les puissances «upérîcûTcs de #. 

*8. Si la quantité i— #ar+/BdP*— y»^ avait deux facteurs égaux 
\^^px , i^^p^x , la quantité a serait zéro ; et en faisant toujours 

i^psczsLm , on aurait à développer ^^ ^^ , ce qui donnerait 
I / I m c 1 m m^-l c» i \ 

i 

et il faudrait prendre am termes de celte suite. 

Quant au troisième facteér i^j^'x » on pourrait opérer comme 
dans le cas général ; mais , comme alors a'^'i-b'^^^^-c'^m^ ne peut 
manquer d*étre un quarré, le résultat doit être fort simple* 

Pour y parvenir directement, je considère la quantité 

ou , plus généralement , ' . Je fais i--/jr=:# , elle devient 

yr V m > d'où résulte la suite 

dont il faut prendre n termes. 

Supposons ensuite i^^xs=sp ; on aura une pareille suite pour 

l'autre facteur , et l'expression proposée ^ se partagera 

en ces deux suites 

la première devant aToir * termes et la seconde m. 
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Problème 1 1 1. 

P 

9. En général , soi't la fraction rationnelle — , dans laçuille 

le plus grand exposant de x dans le dénominateur soit plus grand 
que dans le numérateur. Soit (i — px;*" un facteur de Ç; on de^ 
mande les fractions partielles qui en résultent ? 
Ea représentant ces fractions par 

^ \ ^ \ "^ \ + — 

je ferai, à l'ordinaire , i— y7j: = *, et la fraction — deYÎendra de cette 
forme 



je développerai en série la fraction 

•+i8*r+y«»+^*^5+ 

•e qui me donnera 

^+i?^+C-'+^^'-4- +'^-''"' ' # 

en sorte que je n'aurai besoin que des m premiers termes de cette 

suite , et que je pourrai négliger , dans mon calcul , les •'" , «"h-i ^ ^ 

à mesure quîls se présenteront. 

Je ferai un calcul semblable sur les autres facteurs du déno- 
minateur Q , et ma fraction sera décomposée a?ec le moins de 
travail possible, 

10. Exemple I. Soit proposé de décomposer la fraction 
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iJ" Relativement an facteur x^ , îl n'est pas ntîcessaîre de faire 

^=^ ; on peut développer ^/J^^^^^^^^ , jusqu'aux s^ inclusive- 

ment ; en rejetant les o;^ , son dénominateur se réduit à i+4^+ar> , 
•t Ton a 






= 1— e^-l-^Gor* , 



«n se bornant à trois termes ; donc les fractions partielles quî 
résultent du facteur x^ sont 

3.* Soit i^ar=:^, oujr=i— -'^ la fraction - 7.^^."^^ étant caÛ 



culée en rejetant les «* donnera 



«Hi+a*)3 



donc les fractions partielles qui résultent du facteur (i— :r)« sont 

^ 1 ■ a 1 • 
â7 (I— *)* 9 ' I— X • 

3.** Si Ton fait enfin i+3;irs=*', d'où ar=— — + ~ ; la fraction 
-7;^ — ■ deviendra , en rejetant les ^^ 

9-33H-46-* ' -^i^'ï+T HtS»*^; 

donc le facteur (1+24?)' donnera les fractions partielles 



• 
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88 il 7a8 I 464 



■^ ■ 1 



9 (i+3«)3 a; (i+a«)» 9 i+2S 

Rassemblant donc ces trois rësultats , on aura 

j— ajc+Sa?» _^ 1 6 ^6 a » 1 ^_ ' 

«3(1— «)*(i+»)i ^ *î «• « a7*(i— x)« 9* I— X 

88 I 7a8 1 464 i . 

Esemplâ a. Soit proposé de décomposer en fractions partielles 
la fraction 

1— afl'apoCoi.l+a*"**" 

(Voyez cet example ^ la fin d a Calcul diffireniiel d'EULER. ) 
Si Ton appelle w Tare de i8o^ , et qu'on prenne 

k étant un entier ; un facteur quelconque du dénominateur sera 
i.^tfjr(Cos.^^^^Sin.f). Soit^lonc 



* = 






comme il n'y a ponH de facteurs ^aux, il suffira d'aroir « dans 
le numérateur , le terme constant , et dans le dénominateur celui 
qui est affecté de « au premier degré. On aura donc 
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Jg^"* 1 Co8.Cm— i)^^vr:;Sîn>(/n'*»i)f 

Mai», a csuse de Cof.»^=Cos.i et Sîii.ii*=r+Sîn.i , cette erpres- 
sion devient 



■< • i 



C'est la fraction partielle demandée. Elle ne peut manquer d'être 
aacompagnëe de la fraction 

. I +V^Co8.(jii— n— i)f— Sîn.(m— ^— i)f 

"^l ' • I M I.-. .11 ■ III-I..I I II • 

la somme des deux donnera la fraction réelle 

quant au signe ambigu , il est relatif ^ celui de i dans la valeur 

sJcw±ê 

♦ = • 

n 

SI Ton donne ï k les valeurr successives o^ti > 1 9 »•••••# jusqu'à 
ce qu'on ait n de ces fractions » leur somme sera égale \ la 
fraction proposée. 

Problème. If^. 

12. Soit (i— «^+^4^')" ua facteur da dénominateur de la fraction 
P 
rationnelle — ; on propose de trouyer directement les fractions 

partielles 



A+Bm , Af+»s . Aff+B^x 



+ 



Cl— «r+/^»»)« (^immmx+l^ 



4u ^ j. 
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sans être oblige de se servir des facteurs rëels ou imaginaires dd 

Je ferai i — «r+i»^* = * , ou dr*= • Eliminant , au 

moyen de cette équation , toutes les puissances de x supérieures 
à la première ^ j'aurai 

dans laquelle M ^ N g F ^ G ne contiendront point d*ar« On ëll-> 
minera x absolument du dénominateur , en multipliant les deux 
termes de la fraction par f^+fX, et prenant 





f* mG—fiF 




itG ' 


on aura ainsi 






P _ M+Wx 


Faisant ensuite 








~=JB+fi^-'+fi^/**4-.. 



on aura les coelliciens cherchés A^ By A^ , B^,...^ 
i3. Exemple L II s'agit de décomposer la fraction 



i.^ Soit i-|-J?*s5#; la fraction devient 



? 



••.<—*) 



Pour 
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Pour chasser tout-à-fait les x du dënomînateur de — î— , je multiplie 
les deux fermes par «4-ar , et j'ai 

— ; ou simplement , 

parce que •* est inutile. Or , en rejetant toujours les *» , 

donc le facteur (i+^O* donne les fractions partielles 

3.° Soît I— ^+jr«=âr , ou ar's«.-i4.jr ; la fraction proposée 
deviendra ou simplement ' , ^ . Maintenant — ^ = 

;_j , ^ =— :r ; donc la fraction partielle qui résulte du facteur 1—^^* 

tst — _ ; , et par consëquent 






i4- Exemple IL Décomposer l'expression — eii fractions 

partielles ? 

Les facteurs de i-\-^x^ sont i+sor+^jr* et i— .2dr+-3:r*. Soie 

i+a^+:i;r>=-' , on aura -^—^^ = ,3(44^)3 • Maintenant si , dans 

dans la quantité 7— , on rejette les m^ , et qu'on élimine les 

(•— 4^r 

puissances de x supérieures à la première , on aura 
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î 

Pour chasser les x du dénomînatenr , je trouve qu'il faut muhiplîer 
les deux termes par(8-f 20*'+'3*'}^+2 2*+9«* ; alors celte fracllon devient 

donc le facteur (i4-2ar-|-2j?*)^ donne les fractions partielles 

I X ^ ïi+i6i; , 2i4-2ix 

— . fc ^ -U ■ 

i6 (i+2x+ajc»)i 64(i+2X+2x»)> ' 6.î(i-t-:iX+2x») 

/ 

L'autre facteur donnera pareillement ^ en changeant le signe de jr ^ 

X X 11— l6x - 21 — 2I« 

MiM •— ■ < i ,■■■■■■■ aJ- . ■ , Il «Jm I II • 

i6 (i-2X+2x»)3 64(1— 2x+:2x» ^ 64(1— 2x+aa;») ' 

et ces six fractions équivaudront à la fraction proposée 



(1+4*0^ 



Remarque. Sî , après avo'r décompose la fraction * , r > dont 

le numérateur est i , on proposait une fràciîon semblable 

— -- — - , dont le numérateur fût \ volonté ; on pourrait , sans 

recommencer le calcul , multiplier les parties trouvées par la valeur 
4u numérateur. Ainsi, o\\ trouvoraît pour i+8a^ TexpresMou 

par laquelle multipHant ce que nous avons déjà trouve 

Tel' +'•+--•) + --H-' 

le produit serait 
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donc la fraction proposée — — — j équivaut à la somme de celles-ci 

f , 9Cî— ^) . 9('— ^) .^v 

3a(i— 2x+ax»P 3a(i— 2x+2ac»)> 32(i— 2j:+2JC>) ' ^ ^ 



ANALISE INDETERMINEE. 

4Siir i//7e nouvelle classe de problèmes îndélerminés , 
as;>ec application à la décomposition des fractions ^^ 

Par M. Gergonnk.. 



J^ES seuls problèmes indéterminés qu'on se soit proposés et qu'on 
ait cherché à résoudre jusqu'ici , sont ceux où , étant données des 
équations numériques , en moindre nombre que l<»s inconnues x , 
y, z...... qu'elles renferment, il s'agit de satisfaire à ces équa- 



(•) .On trouve , à la page 279 du III.* volume de ce recueil , un mémoire 
8ur le même sujet , par M. de Slainville qui Ta reproduit , avec quelques mo- 
dificalions , h la page 556 de ses Mélanges d*analise et de géométrie. ( ln-8.^ , 
Paris 9 veuve Courcler « 181 5* ) 

J. D, G. 
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lions , par des valeurs des îm onnues qui soient entières , si les équations 
ne passent pas le premier degré , ou tout au moins rationnelles , 
si elles sont de degrés plus élevés. 

Mais Tanallse indéterminée peut être envisagée d'une manière 
beaucoup plus générale. Au lieu de supposer, en eilet , que les 
données qui entrent dans les équations qu'il s'agit de résoudre sont 
de simples quantités numériques , on peut supposer que ce sont des 
fonctions d'une ou de plusieurs variables /, « , f ,.:... ; et.au lieu 
de demander de satisfaire à ces équations par des valeurs numériques 

entières ou rationnelles de or , y , z, , on peut se proposer 

de les résoudre par des valeurs de ces inconnues fonctions entières 
ou teut au moins rationnelles des mornes variables /, w, f» , -- 

Qu'on ait , par exemple , entre les trois inconnues x ^ y , z ^ 
les deux équations 

si l'on demande quelles sont les-raleurs les plus générales de x, 
y f z , fonctions entières de / qui y satisfassent , on trouvera 

jr=5-3/+7/*-(2— 5/— 3/»4-i3/*— 5/*)r , 

y=34-2/— 4'«+C5— 13/+ 3/»— 7/'4-6/*)r , 

x-i— 5/— 3/'— (4— 6/— 13/*+ o/'— !x/*)r ; 

où T désigne une fonction entière de / tout^à-fait arbitraire. On 
doit remarquer, au surplus, qu'ici les coefficieus numérjques peuvent 
être fractionnaires^ sans que les fonctions cessent pour cela d'ètrt 

réputées entières. Une fonction entière des variables^, u^ Çy 

est simplement , en effet , une fonction où ces variables n'entrent 
point au dénominateur. 

Soit encore, entre les deux inconnues ^ » y , Téquation 
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( I _3/+5/*) jf »4-(54-2/-8/*)y • s=r ag+eg/^-a 1 8/'-- 1 8a.*— 1 80/» ; 

et supposons qu'on demande d*y satisfaire de la manière la plus 
générale par des valeurs de a? , j^ fondions rationnelles de / ; on 
trouvera pour ces valeurs 

4,(2— /-^5f« 4- aî>f3)^2(3— »iif 4- 2i/«-"io/3)T— (lo + agf— 6f»^4o^3)7H 

où T représente encore une fonction rationnelle de / tout^à-faît 
arbitraire. Ici les coefficiens numériques pourraient être radicaux , 
sans que pour cela les fonctions cessassent d'être réputées ration- 
nelles ; une fonction rationnelle des variaUes / y » , f' ^ .•...•• étant 
simplement une fonction qui ne renferme pas ces variables sous 
des radicaux. 

Nous ne nous occuperons uniquement , dans ce qui va suivre , 
que de la résolution des équations du premier degré h deux in-, 
connues , et même dans le seul cas où les données et les incon- 
nues sont et doivent être simplement fonctions d'une seule variable /• 
Nous ferons voir ensuite que le problème' de la décomposition des 
fractions n'est qu'un cas particulier de celui qui nous aura occupés. 

Soit proposée Téquation 

dans laquelle a ^ h y c sont supposés des nombres entiers , et à 
laquelle on se propose de satisfaire par des valeurs entières de x , 
y; il est connu ^ i.^ que le problème n'est possible qu'autant que 
le plus grand commun diviseur de a et i se trouve être diviseur 
de € ; a.^ que le problème se résout immédiatement lorsque U 
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plus petit des coeiRciens a^ i est Tunîtë; 3.^ enfin, que par des 
traQsformations plus ou moins nombreuses, on ramène facilement 
à ce cas celui ok ce plus petit coeiEcient est différent de Tunitë. 
Ainsi j si Tëquation proposée est 

7:r+y=23 , 
on aura , de suite , 

y = 23— 7J? ; 

et en prenant pour- x un nombre entier quelconque , on aura aussi 
un nombre entier pour la valeur correspondante de y. 
Si ; au contraire , Téquation à résoudre est 

on récrira d'abord ainsi 

posant 

ux+y--']zzp , 
elle deviendra 

Qjp+2Qx:=:SS ; 
qu'on pourra écrire ainsi 



posant encore 
elle deviendra 



on 



3/?+;r— :i=:y. 
39^+4/? = o ; 



posant en£n 
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noas aurons 

d*où , en renoontant^ 

/? = +29i2 ; 

jr=2— 9172 , 

y=3+2ii/i . 

Voilà donc des valeurs entières do x , y fondions d'un nombre 
entier n tout-à-fait arbitraire. 

Les équations indétermincics dans lesqueMes les données et lc|S 
înconnu'îs sont et. doivent être des fonctions entités d'ooc varinble^:, 
se traitent à peu près de la même manière. Soit en cHet , en 
gëae'ral , entre x t\ y ^ traê équation de la farrôio 

dans laquelle a ^ b^ c ^ a^ j b^ y c' ^ a'^ ^ ^ ^ d' ^ ...... sont supposas 

des nombres donnes quelconques , et à laquelle il faille satisfaire 
par des valeurs de ;r et jr fonctions entières de /; il est fadlè d^è 
voir y i.^ que le problème ne sera possible qu'autant que le plus grand 
commun diviseur des coefBciens de ^r et y sera en même temps 
diviseur de la fonction de / qui forme le second niembre ; 2." que 
Terjualion sera immédiatement résoluble , si Tun des coefBciens est 
une quantité purement numérique ; 3.® enfin que , par des trans- 
formations plus ou moins nombreuses y on pourra toujours ramener 
à ce cas celui où les deux coefBciens seront Tun et Tautre des 
fonctions de /. 

Soit y en premier lieu y Téquation 
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(2— 5/+4i*)a:+7>'=:i3— 5/— 13/»— /^ ; 
elle donnera Immédiatement 

formule où , en prenant pour x une fonction entière tout-^-fait 
arbitraire de /, on aura aussi pour y ^^^ fonction entière de t. 
Soit , ea second lieu , réquatico 

en la multipliant par 9, quarrë du coefficient 3 de la plus haute 
puissance do / dans le coefficient le moins élevé , on pourra la 
mettre sous cette forme 

(a_7/4-3/0[(264-i5/)^-h9r— (38/-57/*)]-.(43— 134/)* 

8=45— 1211/= 7/* ; 
en posant 

(a6+i5/>+9y- 19(2/^3/')=;^ , 
elle deviendra 

(2-.7/+3/*>— (43— 134/>=45— i?i/-7/* . 

Multipliant celle-ci par 17956, quarrë du coefficient i34 de la plus 
haute puissance de /, dahs le coefficient le moins élevé, on pourra 
ensuite la mettre sous cette forme 

(43-1340 ((8o9-4oa/>-i7656j?-(i65i54938/)j+i 135/1^:97875; 

posant ensuite 

(809 
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(80Ô— ifoa/)^— 17656J?— (i65i5+938/)=:r . 

elle détiendra 

(43— i3^)r+i 135/^=97875 ; 

et de là , en remoniani , 

^ 97875— (43— i340T 
^'^ iiaS 

1 ia5(3— a<)— (2— 7f+3/»)r 
11^5 

y TiaS 

voilà donc des valeurs de s , ^ qui , en prenant pour T une fonction 
entière quelconque de / , seront aussi des fonctions entières de cette 
variable; en y changeant T en 112& T^ ce qui est permis; elles 
deviennent 

^=(3— 2/)— (a— 7/4-3/»)r , 

y=(i+5/— 3/*)+(i— 2/— 3/*+5/*)T j 

où T est toujours une fonction entière quelconque de /• 

Venons présentement aux applications que nous avons annencées. 
Soit d'abord la fraction nupaérique //- qu'il faille décomposer en 
deux autres dont les dénominateurs soient respectivement ia5 et 
a5\ En désignant les numérateurs par s tX y ^ on aura 



ou 



d'où 



ia5 saS aS 

^+5jr=89 ; 



«=89—5/ , 

où Von peut donner \ y une valeur entière quelconque, 
Tom. X 
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S! VoQ TiSTll que jr soh plus petit que 5 , racine cla dominateur;^ 
il faudra prendre ^=17 et l'on aura ainsi . 

7» j — 1*7 "t* »i • 
Par une semblable mélbode , on décomposerait ultérieurement 
^ en deux autres fractions dont les numérateurs seraient Tun et 
Tautre moindres que 5« On trouverait ainsi 

^ Ainsi , en général , toute fraction numérique ^ peut être consi- 



dérée comme la somme algébrique d'une suite d'autres 



ntn "T* „_ , *»" m« , T ••- t 



dans lesquelles les numérateurs V ^V* ^ V^* , •••• sont toni moindres 
que a. 

Soit, en second lieu, la fraction ~ à décomposer en deux autres 
dont les dénominateurs soient les deux facteurs premiers entre eux 
a4 et n5 de éoxi dénominateur? En désignant par jr^ y les numé-» 
rateurs respectifs de ces deux fractions ; en auna 

L— — IL JL» y 

«00 "" »4 ■""rr > 



iélsl' donne 



a5J^^i.a4f =379 ; 



Si Ton veut que les numétâtéurs soient plus petits que les dénomi- 
nateurs, on pourra prendre 12 = 0; cela donnera 

On pourrait , par le même p^ocëdë, décomposer ultérieurement ^ en 
deux fractions ayant 3 et 8 pour dénominateurs ; et des numérateurs 
plus petits que' ces^DombreSt On trouverait ainsi 
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• 00 ■"" i 1 "g"** 1 i 9 

et nous venons dé voir tout-à-rheure comment se décomposaient 
les fractions de la dernière sorte. 

k 
Si , en gënëral , on a la fraction nume'rîque ^^ ^ — , dans la- 
quelle les nombres a ^ B, c y soient premiers entre eux , on 

pourra la décomposer en 

a» b^ cy 

dans laquelle l«s numëratcurs seront moindres que les dénominateurs. 
Cette application de l'analise indéterminée ordinaire a déjà été 
indiquée par M. Legendre ( Théorie des nombres ^ dernière édition , 
p:t^. 26 ). La décomposition des fractions littérales , fonctions d'une 
variable , est une application toute semblable de la nouvelle analise 
indéterminée dont il vient d'être question ci-dessus. 
Soit, en premier Ileu^ la fraction 

44*— 5«»+3&5— 19/44-2*5 
(1+5/— aïO^ 

qu'il faille décomposer en deux autres dont les dénominateurs soient 
(i+5/ — 2/*)' et (1+5/— a/*)*; en désignant les numérateurs par 
s ^ y, on aura 

(i+5«-a<*)3 ^ (i+5<— 2f>)» ^ (i+5t— 2P)i * 

ou 

^4.(14.5/— 20r=4+'~5/»+38/^-i9/»+a/» ; 

en résolvant cette ëquatîon comme cî-dessus, on trouve 

Si Von veut que x soit d'un degré înférjeur au second , et y d'uni 
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degrë inférieur au quatrième , il ne s'agira que de faire T^O i 
ce qui donnera 

{i+St—:kV-y "" (i+5i— a<>)3'^ (i+7<— a/»)> 

On dëcomposerait , par un semblable procédé , la dernière fraction 
en deux autres , ayant pour dénominateurs (i+5/-a/*)* et i+5/— a/' , 
et des numérateurs du premier degré au plus. 
Soit^ en second lieu, la fraction 

10— Byf+aS^'— a95/3+87<»+53/S^Sa/^ 

qu'il faille décomposer en deux autres , ayant pour dénominateurs 
(2—3/)' et (i— a/+5/*)* ; en appelant s et y leurs numérateurs , 
nous aurons 

-^—+ ^ 

(a— 30* (i— ar+5/0' 

^ 10— 87f+a57»/-*a9S<34^7/4+S3<s— 5at^ 

"" (a— 30Kï— af+5/0* ' 

•u bien 

(i-.2/+5/*)**+(2— 3/)y 

= 10— 87/+^57/*— 395/*+87/*+53/*— 52/« ; 

cela donne 

jr=5(a— 3/— 0+(2— 3/)'r , 

y=:(i— 5/— 2/*+/')— (i— 2/4-5/»)T . 

Si l'on veut que les numérateurs soient d'un moindre degré que 
les dénominateurs^ il suffira de poser T^^o» et l'on aura 

2— 3r— f* 1—5^—1134.^1 
(a— 30^ (I— af+5lO* : 
10— 87<4,a57^>-r>9»H87H-S3|S— SaK 
/ " (a— 30'(t-^M+5ry 
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Nçus sommes loin de prétendre, au surplus^ que cette méthode 
soit préférable aux autres méthodes connues , et notamment à celle 
fui se trouve indiquée dans le précèdent mémoire ; et nous avons . 
eu simplement riatention de faire voir comment le problème de 
la /i^<^oni position des fractions litt'érales se rattache à la nouvelle 
branche d*analise indéterminée que nous avoQS signalée. 

ARITHMÉTIQUE POLITIQUE. 

Sur les élections et le système représentatifs 
Par M. Gergokke. 



jfVu commencement du VL* volume de ce recueil , jVi présenté, 
sur les élections et les assemblées délibérantes , des réflexions ten- 
dant à signaler un très-grave défaut du système représentatif , le- 
quel consiste en ce que , dans le cas même des élections directes , 
et en admettant que chaque député est religieusement fidèle à l'opinion 
de ceux qui Tout élu , il peut très-bien se taire que le vœu de 
la majorité de la chambre représentative soit formellement contraire 
je ne dis pas seulement & celui de la nation , mais même à celui 
de la très^grande majorité des citoyens qui ont concouru à leur 
élection. J'ai montré que ce danger devenait beaucoup plus grave 
et plus imminent encore lorsque les élections , au lieu d'être directes, 
étaient faites par des électeurs , élus eux-mêmes par un plus grand 
nombre de citoyens; et je n'ai pas dû être peu surpris» envoyant 
que , dans la discussion solennelle qui précéda , il y a trois an^ , 
l'adoption de la loi des élections , aucun des adversaires des élections 
\ plusieurs degrés n'avait songé à faire valoir contre elles un argument 
à la fois si palpable et si péremptoire. 

J^avals cru , jusqu'à ces derniers temps , que l'inconvénient dont 
il vient d'être question était tellement Inhérent à la forme de noa 
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gouvernemens modernes, qu'il ëtaîl absolument înnpossîble de les. en 
délivrer, et j'avouerai même que cette pensée avait singulièrement 
attiédi mon afTeclion pour le système représentatif, La lecture dug 
petit écrit sur ce sujet , publié récemment par M. Flaugergues , m'a 
tout-à-faît désillé les yeux ; «t quoique je sois fort loin d'adopter 
la plupart des idées de l'auteur , j'ai pourtant puisé dans son ou- 
vrage une ressource qui me semble tout-à-fait propre à remédier à 
un mal qni d'abord m'avait paru absolument irrémédiable. 

C'est une très-excellente chose sans doute que la liberté ; mai» 
la justice est peut-être une chose plus excellenle encore ; et c'est 
précisément parce que cette liberté est un bien précieux, qu'il ne 
faut pas que la jouissance en soit exclusivement réservée à une 
classe quelconque de citoyens. Qu'on nous vante tant qu'on 
voudra les républiques de Sparte , d'Athènes et de Rome. 
Je n'aime pas moi cette liberté du petit nombre qui est fondée 
sur l'esclavage de tout le reste. S'il ne s'agissait que d'aimer pas- 
sionnément la liberté pour être digne d'estime, je ne connaîtrais 
personne qui mërifàt mieux nos hommages que le dey d'Alger , le 
roi de Perse et l'empereur de Gonstantinople , tous gens si jaloux 
de leur liberté qu'on paye chez eux de sa tète la seule pensée 
d'y mettre la plus légère entrave. 

Or , comme l'observe fort bien M. Flaugergues , dans le système 
électoral en usage depuis trois ans , tous les contribuables au-dessous 
de 3oo fr. , c'est-à-dire , environ les quaranie-guatre quarante-^ 
cinquièmes des citoyens ayant un état , un domicile et même quelques 
propriétér^^se trouvent, de droit ^ exclus de toute influence sur 
la nomination des députés qui doivent discuter leurs intérêts ; et 
cette même inHutnce se trouve enlevée de fait aux contribuables 
au-dessus de 5 à 600 fr. , toujours en minorité dans nos collèges 
électoraux , et qui , lassés de n'y paraître que pour sanctionner pat 
leur présence des choix que souvent ils réprouvent^ finiraient bientôt 
par s'en exclure volontairenoient ^ si Ton n'apportait quelque chan- 
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gemeTit dans leur situation. L'élection de la totalité dès dëputcs 
de la France se trouve donc livrée à la discrétion d'environ soixante 
fhitle petits marchands ou petits propriétaires , sans éducation ^ sans 
dignité personnelle , et totalement dépourvus , pour la plupart ; de 
toute vue politique un peu élevée et 'lointaine. 

Cest à ce vice radical de notre système ^électoral qne M. Flau- 
gergues se propose d'indiquer un remède. Celui qu'il choisit con- 
slste à remplacer le collège électoral unique de chaque département 
par plusieurs autres- , dont chacun élirait un certain nombre de 
députés 9 el d'organiser ces collèges de telle sorte que l'on soit à 
peu près certain que les choix y seront faits a Tunàfnitnité. Homo- 
généité d%téréts parmi les électeurs d'un même collège : diversité 
d'intérêts parmi les députés élus ; tel est en peu de mots le prin-- 
clpe de M. Flaugergues. Ce principe est très-bon sans^éôute; mais 
Toyons comment Tauteur prétend l'appliquer. 

M. Flaugergues , considérant le rdle 'des contributions cooiitiê le 
tarif présumé des opinions politiques des diverses classes de citoyens , 
crée, dans chaque département, trois collèges respective ment formés 
dés grands , moyens et petits propriétaires; mais cToîl-il de bonne» 
foi que , dans de tels boUéges^ les choix soieut^ toujours faits, je ne dis 
pas a runanimité ^ mais Xùèmé à une grande m^jorîté ? Manqùe-t-il 
eh France de porte-faix qUi èe piquent de penser comme des marquis? 
et, à 'l'inverse , dans le' cours de notre révolution , n'a -t- où 
pas ' vu plus d'un grand seigneur s'attacher au char dés Chabot et 
des Marat? On ne saurait disconvenir néanHnoins de l'extrême droi-- 
ture'de l'intention premiètt de M. Flaiigergues.- Voyons donc s'il 
ne çerait pas possible d'en tirer un parti plus heureux. 

Je comparerais Toldntiers des ministres i en présence d'u«e chambre 
de députés des départemens , à un géùéral qili , la veille d'une opéh- 
ration militaire , examine avec soin la carte topographique du terrain 
sur lequel il doit ma(nœûvrer ; et , poUr suivre le parallèle jusqu'au 
bout, je compaterars les soin» que se d^^ntieiil ces ministre? pour 



Digitized by 



Google 



^84 , SYSTÈME 

influencer les élections y âi ceux qùe.|>rendralt le même génëral pour 
se procurer des cartes inexactes , sur lesquelles les distances seraient 
abrégées , les montagnes abaissées et les sentiers élargis. Je croîs 
donc que , plus encore dans l'inlérét du gouvernement que dans 
celui des gouvernés y c'est une condition de rigueur que la chambre 
dite des représentans soit , en effet, une représentation autant fidèle 
que possible de la nation pour laquelle elle doit consentir des lois ; 
qu'elle en soit , s*il est permis de s'exprimer ainsi , une sorte de 
miniature; et que les ministres se trouvent là , à peu près, comme 
dans le forum des petites républiques do l'antiquité. 

Si donc il existe encore au milieu de nous des hommes assex 
fous pour ne rêver que dimos , intolérance , châteaux et justices 
seigneuriales ; s'il en est d'assez niais pour aspirer à donner un 
gouvernement républicain , c'esi-à-dire , un gouvernement tout d'ab- 
négation et de sacrifices, à de vieux égoïstes, à de vieux sybarites 
comme nous ; s'il en est pour qui des fers dorés , tous couverts de 
lauriers , puissent encore avoir quelque charme ; s'il en est enfin qui, 
par une antipathie aveugle et obstinée contre la dynastie régnante , 
lui préféreraient tout gouvernement quelconque autre que le sien ; il 
faut que le ministère le sache ; il faut qu'il connaisse exactement^ 
ou du moins k très-pea près , dans quelle proportion 6ont ces 
diverses classes d'individus , tant entre elles qu'avec la masse de 
la nation , qui ne demande que Tantière conservation de ce qui 
existe ) il faut , en un mot , pour que ces gens-là ne songent pas 
à conspirer dans l'ombre , pour qu'ils puissent rougir eux-mêmes 
de l'infériorité de leur nombre , il faut , dis-je , qu'ils aient des 
organes dans la chambre représentative ^ il faut aussi quils puissent 
élire leurs représentans. 

Mais, dlra-t-on , ne se podrrail-ll pas que la majorité de la 
nation fût infatuée de doctrines subversives de Tordre social ? «t 
alors quelle chambre de députés pourrait - on en attendre , si les 
élections n'étaient pas habilement maîtrisées et dirigées ? A cela, 
je réponds que d'abord ceux qui feraient cette objection, calom- 
nieuse 
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mauie.pour la nation , n'y croiraient pas eux mêmes *sën6U5e9ienr. 
J'observe y en second lieu, que^ si réellement telle était notre po- 
sition f je n'y verrais que de deux remèdes Tun : ou bien se résigner 
it partir de la nation telle qu'elle serait pour l'amener par degixs 
insensibles à ce qu'on désirerait qu'elle devint : ou bien briser violem- 
ment sa volonté, en ra.«sujettissant à un joug de fer; et, dans ce 
cas, je ne verrais rien de mieux que de rappeler le piisonoier de S'^-* 
Hélène. 

Je persiste donc it croire que la chambre élective ne saurait offrir 
une représentation trop fidèle des sentiniens et opinions diverses qui 
partagent la nation; cette condition ,qui serait de rigueur dans une 
démocratie pure , où la chambre des représentans ferait seule les 
lois , ne peut avoir d'ailleurs un grave danger chez nous , où cette 
«hambre n'a^ en dernière analise , qu'un simple droit de veto. 

Si j'étais partisan du système qui consiste à distinguer dans la Charte 
des articles fondamentaux et des articles réglementaires ; je serais fort 
tenté de ranger , au nombre de ces derniers , les dispositions qui 
fixent la cote de contribution nécessaire pour être électeur ou éligible ; 
je penserais que , sur-tout à la suite d'une longue révolution , où il 
a été SI facile aux gens peu scrupuleux de (aire de très-f;ros gains., 
on pourrait peut-être trouver une garantie plus sure du discernement 
et de l'indépendance des uns et des lumières de la droiture des 
autres , que la somme qu'ils payent annuellement du fisc ; je pen#* 
serais en un mot , qu'il est peut-être bien temps enfin que Pargent re^ 
descende à sa valeur , et t/ue T honneur remonte à la sienne ; mais 
attendu que les argumens du Moniteur de cette année n'ont pu 
encore complètement détruire dans mon esprit l'impression *quy 
avaient produite ceux du Moniteur de 1817; je veux , dans mon 
utopie , respecter en tou^ points tous, les articles de la Charte , sans 
distinction , du moins ceux d'entre eux qui présentent un sens bien 
précis ; car pour ce qui concerne le nombre des membres de la 
chambre , je pense y avec beaucoup d'hommes d'état , que les dis- 
positions de la Charte ne sont ni assez précises ni assez impérailves 
Tom^ X. 39 
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qu'on ne puisse les interpréter d'une manière un peu plus largi 
qu'on ne Ta fait jusqu ici. 

Ces choses ainsi posées y je renferme mon projet de loi électoralt 
dans les deux seuls articles que voici : 

I. Sera électeur dun département , tout citofen qui , y ayant 
son domicile de fait depuis plus d'un an , payera trois cens francs 
de contributions directes , depuis le même temps. 

II. Sera , pour cinq années^ député d'un département à la chambré 
ilectii^e , tout citoyen qui , ayant son domicile de droit dans ce 
département depuis plus d'un an , et payant au moins mille Jrancs 
de contributions directes j depuis le même temps ^ sera porteur dun 
mandat de deux cens électeurs au moins , du mime département , lui 
conférant ce titre , et ne l'ayant conféré à aucun autre depuis les 
précédentes élections. 

On Tolt que , dans ce système , qui porterait probablement le 
nombre des dëputés à eiiriron cinq cens ^\^s assemblées électorales 
et les pénibles déplacemens qu'elles nécessitent , et qui ne décou- 
ragent que trop souvent les électeurs , seraient tout-à-fait inutiles. A 
l'époque des élections , ceux-ci se grouperaint spontanément , suivant la 
nature de leurs opinions, de leurs intérêts ou de leurs vœux. Et il n'y 
aurait y au plus, que ceux qui ne trouveraient pas à se réunir chez eux 
en nombre suffisant, et ne voudraient pas voter avec leur entourage y qui 
seraient obligés de se transporter ailleurs , pour émettre un vœu utile. 

11 faudrait, sans doute, prendre des mesures sévères tant pour 
constater leis titres des électeurs et des éiigibles , que pour s'assurer 
de l'authenticité des-signatures et se garantir des votes multiples 
des* mêmes électeurs; mais tout cela serait TafFaire d'un règlement 
d'admmistration facile à rédiger. 

En adoptant ce syslème , chaque député se trouverait le véritable 
représentant de la totalité de sts commettans, et le vote de la majorité 
de la chambre serait toujours l'expression fidèle si non de l'opinion 
de la majorité des Français , du moins de la majorité de ceiix 
d'entre eux qui ont le droit d'élire. 
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7e ne faîd ici ^ au surplus , que régulariser le système des scis's* 
Sionsy fort <en vogue sous le directoire ; ayec .cette différence que 
chaque fraction du collège électoral exerce ici un droit eflectif, 
proportionné i sa masse ; tandis qu'au temps du directoire , chaque 
fraction prétendait faire à elle seule les députés de tout le département j 
et que ce n'était pas toujours la fraction la plus nombreuse dont 
les choix étaient préférés. 

Un des- grands avantages de ce système, c*esl qu'il peut se prêter 
Il tant de degrés d'élection qu'on voudra introduire , sans offrir aucun 
des inconvéniens que j'ai signalés dans l'article cité. Si, par exemple^ 
on voulait faire concourir aux élections tous les citoyens payant cin- 
quante francs au moins de contributions , il suffirait de statuer que 
vingt de ceux-ci pourront , par un mandat signé d'eux y et délivré 
Il un citoyen payant trois cens francs au moins de contributions 
directes, le constituer électeur* Dans ce caSp comme dans l'autre, 
Tcsprit général de la majorité de la chambre serait exactement con- 
forme i celui de la majorité des citoyens qui auraient concouru au;ç 
élections* ». 

* Je pense y par ce qui précède , avoir plus sureiiient, ré^olv que ,^ 
Flaugergues lui-même le problème que cet estiiçable écrivain s'était 
proposé *, savoir y d'obtenir l'identité d'intérêts chez ceux. qui élisent 
et la diversité d'intérêts chez ceux qui sont élus. Si le système que 
|e propose pouvait essuyer des contradictions et des critiques.^ ce 
ne pourrait guère être qu'au sein des ces majorités de toutes laa 
couleurs qui , dans les diverses phases de notre révolution et sur 
les divers points de la France , ont tour-à*tour essayé de soumettre 
les minorités à leur joug despotique; mais je leur répéterai encore ce 
que j'ai déjà dit plus haut , que , pour mériter d'être libre , il faut 
^'abord consentira être juste. 

Au surplus , persuadé comme je le suis , que dans notre situation 
actuelle , nos institutions ont beaucoup plus besoin encore de fixité 
>que de perfection » je renoncerais très - volontiers i mes idées , 
SI Ton voulait nous conserver un système électoral qulT* avec toutes 
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«es irapcrSectiaos y était peut-^re epcçi^ ' le moins tBâutaîs.d|S *loua 
ceux qu'on nous. avait dopoës j.usqu'îci. 

Par les mêmes considérations , je tiens extrêmement au renou* 
If ellement partiel . de la chambre , parce que je pense que , dan$ le 
jeu des gouvernemens , comme dans celui des machines , tout chan«- 
gemenC brusque ne peut être produit sans consommer des forces en 
pure perte ; et que le monde moral doit y autant que possible , commt 
le monde physique , être 'assujetti à la loi de continuité. 



QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problème ,dqptîque% 

1. V^N demande quelle est la courbe , image d'une ligne droite rue 
« travers un prisme de cristal disposé d'une manière quelconque 
par rapport à cette droite , en faisant d'ailleurs abstraction de la 
dispersion P 

II. On demande quelle est la courbe.» image d'une ligne droite 
lentièrement plongée daas Teau , et vue hors de l'eau? 
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GEOMETRIE MIXTE. 

Solution nouvelle du problème oà il s^agit (Tinscrire 
à un triangle donné quelconque trois cercles tels 
que chacun d'eux touche les deuoo autres et deux 

- côtés du triangle ; 

Par M. Lechmutz ^ docteur en philosophie à Berlio. 



jiu Rédacteur des Annales* 
Monsieur , 

juêS donnant , dans Yoire estînoable^ rccneîl (*) , rhisforiqne da 
curieux problème donl je vais avoir Thonncur de vous entretemr^ 
et en faisant connaître la solution extrêmement simple qui en a été 
donnée par un célèbre géomètre italien ; vous avez témoigné le 
rrgrpt qu'on en fût réduit à justifiera posteriori Vd formule final» 
de MallHtti , en prouvant qu'elle satisfait aux ' équations qu'il s'agit 
de résoudre; sans qu'on aperçoive comment , à l'aide de ces souli^s 
équation» , on pourrait parvenir Jh cette même formule , si elle 
ëtiiif inconnue , ou du moins à toute autre équivalente et d'une 
facile construction. 



(*) Vojez totn. 1 , pag. 343 ; lom II, pag. 6o.ei *«5t 

lom. Xy /i.^ A, !.•• anii i»:iO. 4o 
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Cette considération m'ayant déterminé à rerenir de nouveau et 
tout récemment sur ce singulier problème ; j*al été assez heureux 
pour en obtenir une solution que sa simplicité et son élégance tous 
feront peut«étr« }agér de nature k ne point Réparer votre recueil \ 
et qu'en conséquence je vais exposer brièvement. 

Soient À» 6 , les trois sommets ^un triabgle quelconque; 
èoit ^e centre du cerclo inscrit , dont nous prenons le rajbn pour 
uftilë. Dd ce cehfrc , soient abaissées respe^tiremenC , sur \ts eôxés 
BC I Câ., AB , les perpendiculaires Oâ^ï=s06/s:OC'ssi ; et soient 
de plus menées du même point aux sommets les droites OA , 
Oïl. OC. 

Soient faits 

jing.COhf^AngX:OW=:y ; 
nous aurons 

AB^aiACssTang^. , OAsSeo.^ , 
BC'»BA'=:Tang./i , OB^Secwi » 
CA/=rCB^=Tang.y ; OC=Seo.y / 

Mbu» Mifbns de \\^ , parce que 3#-f diS+2y tant quatre angles 
dioits f 

Tang.y ^Tang.(.+^)=- ^^^ang-Tanfi;/. ' 

eu bien , en dttMnt le dénominateur et transposant ^ 
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A UN TRUHGLBl QUEI. CONQUE. 391 
Ta|ig^#+Tang./i+ Tanç.^^Tan^.f X»jB»^Tapç y . 

It s'agit donc d'inscrire à ce tnauQ|;l^ Irpi^ cercles tçk que chacun 
d'eux touche les deux autres et deux côtes du triangle ; cl il est 
d'abord clair ^que les centres de ces cercles devi:aiH élre situés sur 
les droites OA , OB , OC qui divisent ces angles en deux parties 
égales* Soient respectivement X, Y, Z» ces centres , et 4^, ^t j^; 
les rayons qui letir correspondent. 

Si Ton projette orthagonalement les rentres X , Y sur le côt^ 
AB=A€^4-BC''=Tang.«-f-Tang./8 , teuns projeotîoM «lUiteront ce 
côté en trois segmens. dont les extrêmes seront évidemment 4rTang« , 
jrTang /§. Quant au segment intermédiaire , il ne sera autre chose 
que la projeclion de la distance des centres XY=r^'4"y 9 ^X ^^ 
conséquemment 

égalant donc la sonme de cei trois parties à U |remlère exprès* 
sioa du côté AB , on aura 

^Tang.«4^/*r+!rTang.^=Taiîg.«+Tang.ii . 

La considération dés deux autres côtés donnera des équations 
analogues I d^ sorte qu'en faisant » pour abréger, 

Tang.«:=a , 

Tang./i=^ » 

tout se trouvera rédoii à résoudre^ pampporl ^Sf y^ z^ les trola 

équations 
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J9* INSCRIPTION DE TROIS CERCLES 

"iy-^^V^yz+czszi+c i (a) 

cz+2\/7i+as=c+a ; (3) 

âtrec la condition 

a+i+c=iûic ; (4) 

En multipliant en croix les équations (2 , 3) et réduisant ^on a 

mais Tëquatlôn (4) donne 






-1 ' 



d'où 



«0—1 ai— t 

substituant donc , et supprimant le dénominateur commun , on aura 



ou encore 



-ou , en transposant , 



ou encore 



ou , en extrayant les racines et divisant , 
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À UN TRIANGLE QUELCONQUE. ' agS 

Nous ne donnons pas de dlouble signe au second membre dis celle 
équaiîon , parce qu'ici nous n'avons simplement en vue que les 
cercles intérieurs au triangle , se touchant extérieurement. 
Par une simple permutation de lettres , on conclura de là 

ajoutant ces deux dernières membre à membre , z disparaltta^ 
et il viendra 

mais , à • cause de - * 



ir=5 



im a 



a*— I ^ 



substituant donc , et chassant les dénominateurs ï il Tiendra- 

à. 

Les coeificiens des deux membres peuvent d'abord être écris ainsi 
en considérant ensuite jque 
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lis prendront celte nouvelle forme 

c!eflWL-dae y qs'iU «ni ua faeteur MmnwQ.i w sMpprtmwi 4<^ccf 
facteur I Tdquation derlendra sîmplecneni ^ 

JEn posant donc^ pour abréger, 
on tirera de là, pair une simple permutation de lettre^ ^ 



d*o& 



v5= •:iv^ f vj^ f v^ • (5) 



Retournons prësentemeut a nos ^uàVioAs prînihives ; si de la 
somme des équations (d , 3) nous retranchons l'é^iuaiion (ij, en 
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«upprimant le facteur a , commun k tous les ternie» de récjuatlon 
résultante , elle deviefidra 

mettant aans celle-ci pour y« et yjy leurs- valeurs (5) « elle deviendra 
/ , C C C* \ 

•a 

icAB+C(À+B—C)]£seÀB , (6) 

* - Or , on a , d'après les valeurs ^ A , B , C 

oa bien , en remplaçant v/(x-4-a>)(i44>> par aoa égal (ai— i.y/t+f* 
On a ensuite 

d'où f en multipliant par Cssi i-h:+|/ H^ t ^^ reinplafant reapectîn* 
menl V^(i4«*>(i-H») et V^(i«f»0(i-K'} par(tftf-i)\/IIïïiet (3^-i)|/i4#», ' 

donc i en ajoutant et réduisant , 

£n remplaçant ah par ion équivalent tf+^rh^ $ ç^Id detiendri 
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996 INSCRIPTION DE TROIS CERCLES 

substituant donc celte valeur dans IVquation (6) , et supprimant !• 
facteur c , commun aux deux membres ^ elle deviendra simplement 

zCz^AB , 

Par une simple permutation de lettn s , on obtiendra les équations 
ca s ,y \ de sorte qu^ou a fiualcuieui 

* . ; 

BC CA _ AB 

/ Cela pose, soient prolonges AO , BO , CO, jusqu'à ce qu'Us 
rencontrent de nouveau la cirronfereiice du cercle îiiscrii en K'* , 
B'^ , SJ' ;' puis des siimmtts A , B, C, *pris re.vpertlvement poiir 
ccnires, et avec les rayons AB^=AC^ BO = BA^. CA' = CB^, 
soient décriis des arcs* coupant respectivement AO , BO , GO en 
K'" } ^'" f C/'^ ; nous aurons ainsi 

X/z^w— AO+.O.V^AB'^rOA'^-^AB'+AOs I— Tang.#+Sec.«=2 t 

B//B^'/=BO-f OB''— BC'ssOBr— BC^+BO=i— Tang n+Sec^si? 

O C' =CO-|-OC''— CA'=:OC'-CA'+CO= i— Tang^+Sec.y=^ 

Les trois longueurs A ^ B ^ C étant ainsi di^ermînrcs , en en 
pourra conclure , ,par une construction unique , les trois rnyons 
cb.Tiîhis jr , )r , z. P mit cela , pn construira ua triangle DEF , 
dont les trois cotés EF , FD ^ DE , soient respectivement égaux 1 
ces trois. longuiîurs ; par les ^ommris D , E, F ; ion n>ener» des 
droites se let mi uaut uux cotés opposés en D^|£^yF^,et tellement 
dirigées qu'on ail 
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A UN TRIANGLE QUELCONQUE- ^97 

Ang.EFF^=Ang.D j 

alors f en vertu de la proportionnalité des c6tës homologues des 
triangles semblables 9 les longueurs DD^, FJE/ , FF^ $eront les dia- 
mètres des cercles cherchés , ayant respectivement leurs centres 
cnX, Y, Z. 

Ces expressions des rayons des cercles une fois trouvées , rien 
de plus facile que de leur substituer telles autres inconnues qu'on 
voudra. En prenant , par exemple, pour inconnues les distances 
des sojnmets auxquelles les cercles cherchés touchent les côtés du 
triangle , ces inconnues seront sTàn^.m:=sas , yTang.^=s^y ^ 
zTang.y=:irz , et Ton aura 

aBC - bCA tAB 

Or ,. d'après les valeurs trouvées ci-dessus pour cAB et C^AJ^B'^C)^ 
on a 

eAB^C[zc'^{A+B^C)] j 

donc . 

c*est-2i*dîre; 

ou encore 

«=i AB/+BC'— CA'-OC'+OC— OA— OB) ; 
Tom* X ^t 
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2qS INSÇRIFT.-0E3CERC.' a I?If . TWANO.^ QUELCOWQ. 
ce qui revient exactement à la construction de J^alfatti. ( Voyea 
l'article cité , ton». I , p,ag, 34; ) . 

Si l'on voulait prendre pour inconnues les distances AX, BY, 
CZ des sommets aux centoes «orrespondans , ces inconnues seraient 
respectivement Si/T^» , y^T+îI , z\/T+? } et l'on trouverait , 
par exemple , d'après ce qui pnëcède , 

,Si enfin on voulait prendre pour inconnues les distances OX, 
f Oy , OZ , ççs inconnues seraient respectivement (i—^r'^T^ , 

f, (i-T-/)V*rfA», (» — «)V»-H*i ** l'on •rouyerait, par exemple , 

En variant lea signes des radicaux d'one manière cont^naUe , et en 
sul>stituant auio^^cle inscrit , proprcoient dit , chacun des trois autres 
cercles qui peu^^ent toucher à la fbïs les trois côtés du triangle ^ 
on obtiendra toutes les solutions doat le problème peut être 
fusceptibfe (^)a 

Berlin , le 23 janyier 182^^ 



O Ls timplîcitë de cette solutioa engagera peut-être quelqu'un i tenter celle 
du problème analogue peur le i tânkdre^ quit a M proposé k la page aS^ 
isk IL* ?oiume de ce recueiL 
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PROBLÈME DES ENGRENAGES. sg^ 

■ ' ' Il ■ UNI II I 

anAlise appliquée. 

Problème général des engrenages à axés fixes ; 
ParM« Frédéric Sarrus» 



J E me propose de montrer ici comment le problème des engrenages 
îi axes fixes peut ê;'re facilement ramené aux procédés généraux de 
Tanalise mathématique» Je petirriis aboc^r immédiatement le cas 
le plus général de ce preblème -, mais « pour en reodre la solution 
plua facile ^ saisir, je pense qu'il ne sera pas hors de propos de 
traiter d'abord un cas beaucoup plus simple ; c*est celui ou Taxe 
du pignon ou de la lanterne étant parallèle à celui de la roue, 
toutes les sections faites dans Tun et 1 autre corps par des plans 
perpendiculaires à la direction cnmmtine de leurs axes sont dëa 
courbes égales » semblabiemerf aituées ^ et ayant po(?r points homor 
logues les points e^ leurs plans sont rencontrés par leurs axes ^ 
c'est4-dire , en d'autres termes , le cas où la roue et le pignon ou 
lanterne sont des surfaces cylindriques , ayant leurs élémens ree- 
tilignes parallèles à la directir^n commune de leurs axes. Tout sfi 
réduit alors p en effet , 4 remplir les coiiditions qui doivent être 
satisfaites , pour Tun quelconque des plans perpendiculaires aux 
aies ; ei on a alors à résoudre simplement un problème de géométrie 
plane qui peut être énoncé comme il suit; 

PROBJJÈME. Dius ^urjects planes S^Sf 9 situées dans um 
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même plan , où elles doUeni demeurer constamment , ne peuvent 
prendre dautre mouvement qu'un mouvement de rotation autour 
de deux points Jixes V ^ V du plan où elles sont situées. La 
courbe qui termine la surface S'' étant donnée , on demande par 
quelle courbe doit être terminée la surface S , pour qui , ces deux 
courbes , tournant librement autour de leurs centres de rotation 
respectifs y avec des vitesses données quelconques , constantes ou 
variables , les courbes qui les terminent se trouvent continuellement 
tangentes l'une à Vautre ? 

Solution. De quelque mantèrc que soient mus les d'ifFërens corps 
d'un sysléme, lorsqu'on n'a à s'occuper que de leur mouvement 
relatif, il est toujours permis de supposer Tun d'eux îmmohile, 
pourvu que Ton transporte aux autres son mouvement en sens 
contraire^ On peut , en efïet » imaginer tout le système renfermé 
dans un espace clos que Ton fait mouvoir dans l'espace indéfini , 
de telle sorte que le corps que Ton veut supposer immobile le 
soit en efftt , dans ce dernier espace ; d'où Ton voit qu'alors les 
autres corps du système , outre le mouvement qu'on avait d'abord 
attribué a chacun d'eux , auront encore un mouvement commun , 
égal à celui de Tespaceclos, et par conséquent contraire au mou- 
vement effectif du corps que l'on suppose immobile. 

Pour appliquer ces considérations au "problème qui nous occupe , 
supposons que la surface S soit immobile ; il nous faudra , pour 
légitimer cette supposition , attribuer au point P^ un mouvement 
circulaire autour du point P ; et aloxs notre problème se trouvera 
simplement réduit au suivant : 

Pendant qu'une surface plane S^ , terminée par une courbe donnée , 
tourne sur un plan , autour de tun quelconque P^ de ses points^ 
avec une vitesse donnée quelconque , constante ou variable , le point P^ 
décrit , dans le même plan , une circonférence d'un rayon donné ^ 
ayant pour centre un qutre point P de ce plan , avec une vitesse 
constante ou variable , également donnée et quelconque \ on demande 
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çuelle est la courbe S à laquelle , dans ce mouvement ^ la courbe 
S' est continuellement tangente ? 

Or 9 le problème , ainsi envisagé , n'est qu'un cas particulier du 
problème des enveloppes planes , et peut être facilement résolu 
tomme il soit. 

Soit a la distance constante entre les deux points P , P^. Soit 
rapportée la courbe fixe cherchée 5 à des coordonnées rectangulaires 
e^ f y 9 fixes sur le plan des deux courbes , et dont , pour plus 
de simplicité , nous supposerons l'origine en P. 

Soit rapportée la courbe mobile donnée S^ \ des coordonnées 
s f Y y fi^®^ sur cette courbe , mais mobiles avec elle sur le plan 
des deux surfaces, taût autour du point P^ qu'autour du point P; 
en prenant encore , pour plus de simplicité , le point P"^ pour origine; 

Soit y pour une époque quelconque, /l'angle variable que fait 
la droite mobile PP^=47 avec Taxe des s ; les équations du point 
P^y pgr rapport au premier système de coordonnées , seront ainsi ^ * 
pour la même époque , 

x^szaQosJ , ^ yssaSint • 

SI, dans la vue d'obtenir la courbe, lieu du po^nt P^, 49ns. toutes . 
sts positions autour du point P , on élimiae / entre ces deux 
équations ^ il viendra 

» 
équation d'un cercle , comme on pouvait bien s*y attendre. . 

A la même époque , Taxe des a^ , qui varie sans cesse de 
position , fera , avec la droite mobile a , un angle fonction de . 
l'angle /, dont la grandeur dépendra du rapport des vitesses de 
rotation des deux surfaces; nous représenterons cet angle par Tf ' 
d'où l'on voit que l'angle des axes des s^ et* des s sera T-f-/, 

Bar les formules connues k l'aide desquelles on passe, sur on 
plan ,.. d'un système rectangulaire à un autre système ^ui Tesf 
également , on aura 
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«/=+(*-flCo8^)Cos<T+0+(y-«Sin./)Sio.(r4-/), 
/=-(*— flCos.0Sin.(r+0+(y-^Sin^)Co8.(r+/) i 

DU I en développant et réduisant , 

t 

y/s=— «Siu.(T+/)+>'Cos.(r+/)-4-<iSin.r . 
Cela posë| $oï% 

rëqoatîon de la eourbe S^ , rapportée ^ se» propres axes , et <|tie 
Ton suppose donnée , dafis renoncé do problème , en y substituant 
pqur a^ f Y* les râleurs que nous venons de trouver tn s ^ y ^ 
1 équation résultante ^ de la forme 

sera eellë de cette même courbe S* , dans toutes les positions 
qu^elle^ peut prendre par rapport k k courbe 5 ; ou « ce qui revient 
même , cette équation sera Téquation commune à une infinité de 
courbes , dont chacune sera une des positions de la courbe S^ par 
rapport à la courbe S, et qu^on en déduirait en faisant varier la 
valeur du paramètre /• Puis donc que , dans toutes ces positions , 
la courba S^ doit continuellement être tangente à la coorbe S , cette 
dernière ne sera autre chose que Tenveloppe de Tespace p^rcoum 
par la première. En conséquence , et d*après la théorie connue des 
enveloppes {*)^ s! Ton élimine / entre cette dernière équation et 

S*2 Yo/ee, entra attires | la page 36i du IIL^ volume du présent recueiL 
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sa dlH'ëreniielIe prise par rapport à ce paramètre, l'ëqualion ré- 
sultante , de la forme 

sera Tëqnation demandée de la courbe inconnue S, Venons pré- 
seulement à quelques ap()H6afions. 

Supposons , en premier lieu , que la courbe donnée S' soit un 
cercle ayant le point P' pour centre et un rajon égal à r } soa 
équation , par rapport à ses propres axes , sera 

CD y substituant pour s* , j^ leurs valeurs enx , y, elle deriendra 
»»— âtfjr { Cos.(T+/)Cos.r+Sb<r+/)Si 



Jin.r} } 
ym.T] l 



i+y«— M/ { 5in.(r+0Co».r— Co8<T+/)Si 
•u, plus simplement, 

équation qi^on peat eticer» mettre sfous o6Ue fonn* 
(*— tfCosu>*+(f--flSiih*)**r» 3 

Il ne s'i^t donc plus présentement ^ue f éUmlner / enfr» eetiA 
équation et sa différentielle, prise uniquement p«r MpfOlt | §6m 
kttre; or, cette diffëientielle est 

pal phu liinpleiMnti 
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jfSîn./=)rCosJ I 
èomblnant cette équation avec SIn. V+Cos.Vs= i , îl viendra 



Sin,/s ^— — L . Cos /= 



X 



ce qui donnera , en substituant dans Tëquation , chassant les dën<H 
mlnateurs et réduisant y 

d*o& 

,et, en transposant et quarrant^ 

iiqnatîon commune \ deux cercles concentriques , ayant le point P 
pour centre commun, et ayant pour rayons la distance PP^ss^r, 
augmentée ou diminuée du rayon r du cercle dont le centre est 
P^ ; et ceU quelque fonction d'ailleurs que T soit de U C'est , au 
surplus, un résultat qu'il était facile de prévoir : il justifie coin- 
plèiement l'exactitude de notre procède. 

Pour second exemple , admettons que S^ soit une droite telle que 
lès coordonnées du pied de la perpendiculaire ajbaissëe sur elle de 
rorigine soient g ^\ h\ son équation sera 

en y mettant pour x^ , y' leurs valeurs en s ^ f ^ elle deviendra 

(sr 
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(gy^hs)Sm.{T+t)-\-aASin.T ) 

Supposons présentement qne le rapport des vitesses de rotation 
•oit tel qu'en supposant relie de S uoiforme , celle de S^ le soit 
aussi , mais n fois plus rapide ; nous aurons alors T'i-lszni , d'où 
^=(/i_i^/- notre équation deviendra donc 

gy=zhx)Sia,ni+ahSin,(n — i)/ ) 

+\gx+hY)Cosjii — ûgCÀ>s.(n — i )/ J 

«a dîHérentielle , par rapport a / , sera 

n^gy-^hx^CosMl+^n — i)iiACos.(ii— i)/ 

en joignant ces deux <$quatIons , les équations 

Sîn.*/i/+Co5//j/=i , Sin.«(/i-.i)/-K:o8.»(/i— i)/=i , 

on en déduira les Taleursde Sin./i/ , Cos.i2/ , Sin.(i!i^-i)/, Cos,(;z— iV; 
et par suite celles de Tangjs/^, Tang/;3— i)iL £n supposant dont 
qu'on trouve 

ou en conclura 

ii/=rArc.(Tang.=s^ , («— i)/=aArc(Tang.=s^>) ; 

d*où p en multipliant en croix 

(n— i)Ajc(Tang.=^)=:/iArc(TaDg.s^O • 
Tom. X. 4^ 



=o; 
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Ce calcul ne prëstnte rien de difficile , mais il conduit 2i des for- 
mules finales extrêmement compliiquëes. 

Pour troisième exemple , supposons que la courbe S^ soit ua 
cercle, ayant g^ ^ pour les coordonnëes de son centre; en aup-« 
posant toujours l'origine en P^ , son équation sera 

en y mettant pour s^ j y^ 'leurs valeurs en ^r , jr ^ elle deviendra 

Faisant 9 dans cet exemple , comme dans le prëoédent T+tsszni , 
elle deviendra 

a(gy— Ai)'Sînji/+aaASîn,(»— i)/+iaySin^ ) 
+a(^Jc4.AJr)Co•Jl^-^w»5Co••(JI— Of+anjpCoM ) 

La diiTërentielle de cette ëquatlon y par rapport à / , sera 

ii(^/— Ajr)Cos./2/+(/ï— I )tfACos.(/»— 1 ]t+axCosX - I 

j , .•>=<>> 

-— •/îC^i+îîy) Sin.«/4-(^ — i)jjCos!^« — i)/— irjrSin./ j 

n s'agira donc d'ëliminer / entre cette équation et la précédente. 
Pour cela , on. ep éliminera d'abt)rd Sio^n — i)/ et Cos.(n—i)i g an 
• moyen des formules 

Sin.(/i-^i}/=Sin.ii/— ^0SJ7/Sin^ i 
Cos.(/i— i>=Cos.;i/+Sînji/Cos;Sîn./ ; 

«es équations ne renfermant plus alors que SlnJ!/, CoêMt ^ SmJf 
Gos«/| en leur joignant tes deux ' équationt 



Digitized by 



Google 



DES ENGRENAGES. 307 

Sîn.V+Cos,V=i , Sîn.*«/+Cos,*/i/=: X , 

on parviendra aux valeurs de ces quatre quantitës « et Ton achèvera' 
comme il a étë dît ci-dessus. 

Passons présentement au problème général , que nous pouvons 
énoncer comme il suit. 

PROBLÈME. Deux corps S , S^, ne pouvant prendre d'autre mou^ 
cernent qu*un mouvement de rotation autour de deux axes respectifs P , ' 
P^ , fixes dans chacun d'eux , ainsi que dans l'espace , et situés ou non 
dans un même plan ; on suppose que la surface de S' est donnée , et on 
demande quelle doit être la surface de S ^ pour que, ces deux corps 
tournant librement autour de leurs axes respectifs , ayec des vitesses 
angulaires données quelconques , constantes ou variables , leurs sur^ 
faces soient continuellement tangentes tune à Vautre ? 

Solution. Ici encore , comme dans le premier problème y il nous 
sera permis de supposer que le corps S est immobile , pourvu que 
nous transportions au corps 5^ , dont l'axe est supposé invariable- 
ment lié au sien , un mouvement de rotation autour de ce dernier 
axe , égal et contraire ik c^lui du corps S autour de ce mémje axe^ 
Le problème se trouvera ainsi réduit au suivant ; 

Pendam qu^un corps S^ , terminé par une surface donnée p 
tourne autour d*un axe P^ , /ixe dans ce corps , mais mobile dans 
t espace , avec une vitesse donnée quelconque , constante ou variable , 
cet axe V lui-même .tourne autour Jt un autre axe Y ^ absolument 
fixe dans V espace , situé ou non dans le mime plan avec lui , et 
auquel on le suppose invariablement lié y avec une autre vitesse donnée 
quelconque y également constante ou variable ; on, demande quelle 
est la surface S à laquelle , dans ce double mouvement , la sur^^ 
face S^ sera continuellement tangente F 

Or, le problème, ainsi envisagé^ n'est plus qu'un cas particulier 
du problème général des surfaces enveloppes , et peut se traiter 
comme il suit*. 
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5o8 PROBLÈME 

Soit a la longueur de la perpendiculaire coinniu«)e aux deux 
axes P , P^ , et soient 0,0'', respeclivcment , les points de ce» 
axes où elle se termine. Soit , de plus , « l'angle des deux axes* 

Rapportons la surface fixe chercliëe S à des coordonnées rectan-- 
gulaires 9 X ^ y ^ z y immobiles dans Tespace ; en prenant , pour 
plus de slm|)liclt($ , Taxe P pour Taxe des z , et le point O pour 
origine , sans rien statuer d'ailleurs sur la direction des deux autres 
axes* 

Dans le mouvement de Taxe P^ autour de l'axe P , le point 
O^ décrira , sur le plan des xy , un cercle ayant l'origine O pour 
centre et la longueur a pour rayon* Il percera constamment le 
plan des xy en quelque point de cette circonférence ; et si l'on 
désigne par / Tangle que fait avec l'axe des x la perpendiculaire 
commune a pour une époque quelconque , les équations du poini 
O"" seront , pour cette époque , 

:r=tfCos./ , y=ûSîn./ . 

Quant il Taxe P^ , puisqu'il passe par ce point , qu'il est constam- 
ipent perpendiculaire à tf, et qu'il fait continuellement un angle # 
avec l'axe P ou l'axe des x , %^ équations , pour la même époque , 
•front 

;r=tfCos./ — zTang.«Sin./ , 
y=:tfS!n./+'eTang.i^os./ . 

Si , dans la rue d'obtenir la surface courbe , lieu de Taxe P^ , 
dans toutes ses positions autour de Taxe P , on élimine t entrt 
CCS deux équations^ il viendra 

4:>+y*=j»+z»Tang.»- ; 

ëquafion d'une hyperboloïde de révolution à une nappe ^ ainsi que 
cela doit être. 
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DES ENGRENAGES. Sog 

Rapportons présentement la surface donnée S^ à un autre système 
de coordonnées rectangulaires a^ , y^ , z^ , fixes dans cette surface, 
mais mobiles avec elle dans l'espace « tant autour de son axe propre 
P^ qu'autour de Taxe fixe P ; maïs encore ici , powr plus de sim- 
plicité , prenons Taxe de révolution P^ lui-même pour axe des z^ 
et le point O'' pour origine. Le plan des ay^ coupera constamment 
celui des jpy suivant la droite mobile a , et fera avec lui un angle 
constamment égal à «• Quant à Taxe des a:^ , Tangle qu'il fera avec 
cette droite a sera un angle variable , fonction de / , dont la relation 
avec cet autre angle dépendra de la nature des deux mouvemeAS 
de rotation. Nous représenterons cet angle par T; d'après quoi Taxe 
des s^ fera avec les x un angle pour lequel on aura 

Cos.(ar , jfO=Cos,/Cos.r— Sin./Sin.TCos.« ; 

Ces choses ainsi entendues p supposons que Ton veuille amener 
le système des s^ ^ y^ , z^ à coïncider avec celui des x ^ y ^ z; 
on pourra y procéder pat degrés, ainsi qu'il suit; i/ on fera d'abord 
tourner le système autour de Taxe des z^ de la quantité angulaire 
»— T; soient alors p , Çy r les dénominations respectives des nou- 
velles coordonnées ; Taxe des p se trouvera coïncider avec la droite 
a ; 3/ on fera ensuite tourner le second système autour de l'axe 
des p , de la quantité angulaire — « ; soient alors p^ , q' ^ r* les 
dénominations respectives des nouvelles coordonnées ; alors le plan 
des p'q^ coïncidera avec celui des sy ; de sorte que ^ pour compléter 
la coïncidence, il ne sera plus question, 3.^ que de faire to^rnor^ 
ce dernier système autour de Taxe des t* de la quantité angulaire 
*-*/*, et de transporte!* ensuite l'origine de (V en O. 

Donc ) par les formules à l'aide desquelles ma passe , sur un 
plan , d'un système rectangulaire , \ un autre qui Test également ^ 
ça aura successivement 

;r/s=+;^Cos,r+ySin.T , ra:4-r^Cos.ii+y^Sîn.# | 
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3,0 PROBLEME 

^=a-;»Sin.r+yCos.r , y=— r'Sin.«+y'Cos.« , 

pt=. -f.(*— «Cos./)Co5./+ (7-'flSin^)Sîn^ , 

•ulwtUuinl donc les valeurs de //, ^', r' dans, celle» de;» ,7 , r, 
ft ensuite celles-ci dans celle de s' , fi z' on aura 

#/s5+jr(Co»jCo8.r— Cos.«^in^Sin.T) 
+y( Sin-ZOos-ÏM- Cos.«Co»^Sin. J) 
-*xSin.«Sin.7— <zCos.7 , 

^ss—- »(Gos^Sin.r+Gos.«S'ioJCos.7) 
— y(Sin^Sin.T— Co8.*Co8JCo».7) 

jSelâ posj , /6oit 

rëqnatlon de la ftvrface S' , rapportée à %t% propres axes « et que 
ToD suppose donnée dans I*énoncé du problcme ; en y substituant 
pour scf t y' f zf les yaleurs que nous yenens de trouver , ens ff^Zp 
Téquatioa résultante; de la forme 
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DES ENGRENAGES. 3ii 

jiera celle de cette même surfare 5^ , dans toutes les positions 
qu'elle peut 'jprendre , par rapport îl la surface cherchée S ; ou , 'ce 
qui revient au même, cette équation sera Téquatlôn commune à 
une infinité de surfaces, dont chacune sera une des positions de 
la surface S^ par rapporta la surface 5 , et qu^ofi en déduirait' en 
faisant varier la valeur du. paramètre /• Fuis donc que , dans toutet 
ces positions, la surface S^ doit être continuellement' tangênle à*la 
surface S , cette dernière ne sera autre chose que Tenveloppe de 
Tespace parcouru par la première. En conséquence, et d'iprès la 
théorie connue des surfaces enveloppes (*), si Ton élimine / entre 
cette dernière équation et sa différentielle prise par rapport à co 
paramètre, l'équation résultante , de la forme 

sera l'équation demandée de la surface inconnoe S» 

Avant dé passer aux épplidations ^ considérons , en particulier , U 
cas où les deux axes P i P^ sont parallèles; on a alors SiD««sso^ 
Cos.s:=i , et nos formules deviennent 

dp/=+jrCos.(r+/)-+^Sin<7'+0— tfCos.r , 
y/=-.a?Sin.(r+/)4-yCos.(r+/)+iiSin.r p 

formules qui coïncident parfaitement avec celle du premier pro« 
blême, ainsi qu'il doit en effet arriver dans ce xas. 

Pour premier exemple , snppons que la surface S^ ^oit une sphère 
dont le centre soit sur l'axe P^ » son équation sera de la forme 



O Voyes l'endroit de ce recueil déjà iité. 
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3ii PROBLÈME 

en y mettant pour x\ y^ ^ z' leurs valeurs en jr ^ jr , z , elle de* 
Tiendra , toutes réductions faites , 

{«— CaCosU— cSîn.«S!Q.f) } *+ {^— (aSin^-fcSin.«Cos^) } H-(r— cCos.a) 

JLa diflërentielle de cette équation , prise par rapport à / est 

(tf Sin./4-^SIn.»Gos./) { j:— (^ Cos^— tSîn-«Sin./) } 
•)-(^os«/'— rSin.tfSîn J) { ^— (tfSln./4-^Sin.»Cos./) } 



=0 



•!» dans ces deux équations , on considère aCo5./ — rS!n.«Sin./ et 
^Sui./4~^Sm.«Go8jf comme deux inconnues , on en tirera 

41C0S*/— irSin.ftSm./s -j . ^y ^, ^ : 



prenant la somme des quarrés de ces deux équations, / dispa* 
raitra de lai-méme , et , en réduisant , on obtiendra , pour Téquatloii 
de la surface cherchée ^ 

_^ y» 

i ^ :. . 

{V^^+«;-:)iu.-*^ ^r-— c«— «-Cos.»;-;* ' 

OU \ en chassant les dénominateurs et déTeloppant , 
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([r«.tf«-tf»Sîn.»«-(«-fCos,«)»]»-[r»+a»+.tf»Sin.»«-(z-<;Co«.«5»]Jdr»+r*)}' 

équation que Ton reconnaîtra aisément pour être celle d*un canal 
circûfo-cylîndriqiie incliué au plan .des ty. 

Sx Ton suppose le centre de la spiière au point O^, on aura 
, 'et 1 équation deviendra 



ëquatlon d*un canal circulo - cylindrique de révolution autour dt 
Taxe des z quel que soit d'ailleurs Tangle #>• 

Soit y en général y la surfuce S' une surface de révolution autouf 
de l'axe des z^ \ son équaiion sera de la forme 

^ qui donnera , en substituant ; 

(i— ^in.*«Sin.V>*+2/zSîn.«Cos.«Cos./— aiXjrCos./4-^* 
4"(i — Sin.**Cos. •/)/•— 2iriSin.«Cos «Sin./ — a^/SinJ 

-|-Sin.*âiz" — 2arySin.*#Sin./CosJ * '> 

= *( — ^jrSin.«Sin«/+ySin.#Cos./+zCos.«) . 

équation indépendante de T, comme on pouvait bien s'y attendre. . 

Si la surface S^ est un cylindre ^ nous aurons simplement 
f(z')=r* , et réquation sera 
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3f4 PROBLEME rtES< Eîf&REKAGES. 

•a dlfTérentielle , par rapport à / , sera 

Sîn.iiCos,»'jrCos./4-ySîn./) ^ ' 

~Sin/<jrSin./-;^Col.^X*Co5.%Sînj'=Oî 
4-^1(^5111./— yCosi) 

Il ne s^agîra donc plus que d'crimlner Stn./ et Co$J entre ces 
deux équations eit téqu^ion Sîti.*'/+Cos.'/:ri. 

Ces applications n*out , comme Ton voit , d'autre difficulté que 
Ik Uàoig/iusux et la complication àvs calculs ; et , pour cette 
raison , nous ne les étendrons pas dayantage: Nons terminerons donc 
en obstsr^aAl que , eommunément , le mouTement des pignons et 
lanternes étant beaucoup plue rapide que celui des roues ; la 
moindre défectuosité dans la construction de leurs ailes ou fuseaux 
peut entraîner de graves irrégularités dans la marche des machines ; 
c*est donc principalement sur la parfaite exécution de ces ailes ou 
fuseaux que l'attention de Tartiste^ doit se porter ; puis donc que y 
d'après la théorie qui vient d'être développée , leur forme est ar« 
bitrair» , nous eoQseilleiKÙid do tailler' les ailes des pignons en 
triangles isocèles , ou pour mieux dire en prismes triangulaires 
isocèles , et de faÎM^ Le» fuseaux des lanternes cylindriques ; attendu 
^ue, ces formes étant d'une exécution facile , ce doit être aussi 
celles qu'on peut se promettre d^exécuter avee le plus de 
perfection. 
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<JUESTIONS PROPOSÉES. 

Problème de géométrie. 

Ljjl solution qui irîent d'être donnée par M. Sarrus , dans le prëcrftfent 
mémoire , du problème des engrenages à axes fixes ^ ne- laisse 
sans doute rien à désirer , à ne l'envisager simplement >qtie^^u^ 
le point d6 irue géométrique ; mais en serait -il do i^énie. si Vv^ 
iroulait avoir égard aux circonstances physiques ? nous somfeMs )oiki 
de le croire. Il ne suffit pas alors , en effet , que les deux sm^ 
faces tournant librement sur leurs axes , avec les vitesses qui> lewr 
sont propres , soient perpétuellement tangentes runis k Kïra4ire ; é( 
il est extréiriement ^sirable que , dans leur movTemenl * simula 
fané, elles n'exercent, Tune contre l'autre , qu'un simple (ratteniQilC 
de la seconde espèce ; puisque , s'il existait' en ontre^ 6Mw iVine 
et l'autre un frottement de la première espèee , ce frotteœent teMdrak 
rapidement à h> destruetioD de la machine , et nuirait eu oatve à 
la régularité de sa maFche si , comme il arriyerail soureM ^ en 
effets son intensité étaif variable. 

Or ^ e'est lit un inconvénient auquel la méthode âe M. Sanvstta 
saurait apporter aucun obstacle ; et o!esl ce qui se votl évid^mmeiflC 
dans l'application du premier piroblème au cas de devuK eeroles. Ou 
"voit 9 en effet que , pour que dteux cercles toutnant likemeUtdails 
on même plan, sur leuï's centres respectifs ^ Seiént lootttitttièliemeiic 
tangens l'un à l'autre , il suffit que la distance eiitve }e«rs eentrea 
soit égale à la somme ou à la différence de leurs rayons ; tandis 
que y pour qu'ils n'éprouvent l'un contre l'antre qu'un frot^ment de 
la seconde espèce , il faut en outre que leurs vitesses anguhires soient 
eans cesse dans un rapport constanjt , et que ce rapport soit aussi cdui de 
leurs rayons ; on ne peut donc pas^e donner le rayp» de Tun des eereles;| 
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lorsque le rappoi t des vitesses angulaires est constant et donne ; et , dans 
le cas où , au contraire , ce rapport est variable , les courbes n% 
sauraient être deux cercles, 

£n envisageant donc le problème sous ce nouveau point de vue , 
et cesl' ainsi seuleutent, à ce qu'il nous parait , qu'il peut offrir 
d'utiles applications à la pratique; on peut, par des considérations 
pareilles à celles que M* Sarrus a mises en usage , le ramener aux 
deux que voici : 

. L Un cercle d'un rayon quelconque étant donné sur un plan ^ on 
propose de trouver drus courbes planes telles que tune d'elles étant 
Jixe sur ce plan , et t autre tournant sur celle ci ^ à la manière des 
roulettes , un des points du plan de la courbe mobile se trouve par^ 
courir la circonférence donnée ; et qu*en outre ce point étant supposé 
décrire , cette circonférence ^ a^ec une vitesse donnée quelconque^ 
constante ou variable , la courbe mobile se troui^e tourner autour 
de ce même point » avec une vitesse constante ou variable quelconque 
également donnée "i 

IL Une hyperboloïde de révolution à une nappe , engendrée par 
la révolution dune droite mobile autour dune droite fixe , non 
située dans le même plan avec elle , étarit donnée dans t espace , on 
propose de trouver deux surfaces courbes ^ telles que tune dellis 
étant fixe et t autre roulant librement sur elle , une droite fixe 
dans cette dernière , mais mobile avec elle dans tenace , ne sorte pas 
dé rhypefboloh'de donnée, et qu'en outre p cette droite étant supposée 
tourner autour de taxe de typerboloïde, avec une vitesse donnée quel^ 
€onque , constante ou variable » la surface mobile se trouve elle même 
tourner autour de ce même axe , avec une Vitesse constante ou 
variable quelconque également donnée ? 

. D'apf es la rare sagacité dont M, Sarrus a déjà f«t preuve , dans les divers 
?â|*ticle3 qull a founiis jusqiricl à ee recueil , nous croyons faiire unetïhosc 
•qui lui sera agréable on rccomihandant Sfi^éçialeroent à son attention deux 
problèmes plus di/Hciles qoe ceuJL qu'il s*éiait proposés ; etnous-avons 
lou( iieu d>5pérçr qu'il iie restera ^a$ sourti à uotre a];»pel. 
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INTÉGUAT.» . APPHOCH.», DES ÉQUAT.» DIPPjfellENT.» Si; 



, > 



ANALISE TRANSCENDANTE. 

Intégration par approccirhalîon . de toute équation 
différentielle quelconque ; 

Par M. le professeur Kramp , correspondant de Tacadëmie 
royale des sciences , doyen de la faculté des sciences de 
Strasbourg , Chevalier de TOrdre royal de la Liégion 
d^honneur* . 

I. Lje mémoire 'actuel sera destmë à mtégrer, par approximation ^ 
rëquatioD diifërentielle qui suit : 

dans laquelte la lettre A àéA^gat un coefficient quelconque constant ; 
et la lettre Tune fonction quelconque de A L'approximation sera 
semblable à celle que nous arons employée pour înlëgr^r la diffé« 
rentielle Xàx y dans dirers mémoires déjà publiés dans ce recueil* 
Ainsi elle doit , dans les cas ordinaires , saroir « dans ceux qui sont 
sans asymptotes , sans points d'inflexion ni de rebroussement , faire 
connaître , dès le premtec essai , l'intégrale demandée « jusqu'il cinq , 
et dès le second jusqu'à Jis ou douze décimales. 11 sera facile 
ensuite d'appliquer la méthode à des cas plus compliqués. Ainû » 
Téquation plus générale 

Tom, X , ».• 2U, i.y mai 1820^ 4< 
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3i5 INTfcôRÂTION APPROCHÉE 

dans laquelle A , B, Ç , sont, des^consfanles , reolrera dans celU 

(Te réquatlon qui va nous occuper, et s'exécutera par de» moyens 
analogues. . , , . 

a. 11^ est' bon "de reftiarquer que l'équation 

se réduit presque d'elle-même \ 

en posant simplement tzzAx. Si , au contraire , la prppm^est 

en' posant également i^Ax, elle 'deviendra 

(^ étant I dan^ij'une et l'autre. |. uner fonction connue de jr. Nous 
Dçus occupçrons 4oQ0 uniquement \ ^zn% tout ce qui ta suivre , 
des dau;iR ^qu^lions 

ce qui introduira dans^pps ca^lculs des siopplifications notables. 
3* La yaleur rigoureuse de y est^ 

en désignant par C une constante arbitraire , et par X une certaine 
fonction de jr , que le caljpul nous fera -connaître , et dont la détermi- 
nation est précisément l'objet principal qui doit nous occuper. L'autre 
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DES ÊÇtFATrOîiS »(VPÊ^É]<î^'lëLl]ES. Sig 
partie Ce^* ^ appartient gënéralemcnt à toutes les équations diffé- 
rentielles de cette classe ; : de sort» qu'après avoir trouvé Tiniégrale 
particulière Xe^* , il ne s'agira , pour la rendre complète , que de 
lui ajouter le ferme Ae'"*. La mélhode**qne nous allonis enseigner 
suppose qu'ayant tout on isoil instruit' des /îmîùs entre lesquelles 
l'iritégcale doit être prise. En supposant qu'il faille la prendre entriei 
s^^a et x^si y il faudra partager l'intervalle entiei^ b~^a en ud 
certain nombre de parties égafes.\^e nombre en est arbitraire fmais', 
plus- il 'sera grand, et plus on approchera de TintéÀVale demandée. 
Il faut cependant bien' sb garder de croire qu'en prenant les nom- 
bres arfiitraires en progression ariilimélique', et en supposant ; par 
exemple, a successivement égal à 0,1, a, 3, 4/ 5, 6 ,.•... 
la suite des erreurs qui en résultent soit constamment décroissante : 
la courbe qui aurait ces erreurs pour ordonnées ifait en serpentant 
des deux côtés de Taxe , mais en se rapprochant toujours de cet 
axe , avec lequel elle coïnciderait à Pinfini ; ce qui est conformé 
à la nature de la chose , et ce que )'ai bien directement prouvé 

d'ailleurs , par la table des erreurs de «-- ( annales , tom. VI , pag. 

379 , 387 )• Il faut savoir de plus qu'en excluant complètement lea 
asymptotes , les points d inflexion et les points de rebroussement i 
les résultats commencent à devenir incertains , lorsque les limites 
sont trop voisines des points où ces circonstances se rencontrent; 
c'est ainsi , par exemple y qu'en appliquant les formules à la lag;is^ 
tique i et en employant les coordonnées ordinaires , on trouve 
des erreurs assez considérri>tes , mais qui disparaissent pourtant en 
prenant d'autres coordonnées , plus éloignées de la direction de 
Tasymptote. Les courbes qui s'intègrent le mieux par cette mé- 
thode ) sont les courbes rentrantes sur elles-mêmes ; ce sont les 
plus employées dans la pratique, et ce sont en même temps celles 
auxquelles la nouvelle méthode est le plus applicable. Il est pas- 
sible j au reste y que le mémoire actuel paraisse inutile \ bien des 
personnes ; attendu que , puisque nous ayons ici 
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\\ s'ensuit que Tintëgratton ik effectuer n'est autre que celle de la 
formule générale JXAx , dans laquelle X a pris la forme partlcu*- 
iière i^Q ; et qu'ainsi tout se réduit p pour avoir y , à dîtiser par 
^ cette même intégrale que nous avons déjà enseignée i déterminer 
dans nos précédens mémoires. Mais d'abord le produit ^Q diflibra 
cor^aidérablement de la simple fonction Q , et doit , par suite , in- 
troduire une différence notable dans Tintëgrale.' En outre ^ Tmiè- 
graiion de ^Qàx est yn passage nécessaire pour parvenir à l'inté» 
gration de l'équation 

aîûst qa'à celles d'aufres équations d'une forme pins compliquée. 

4. Commençons par supposer le nombre arbitraire égal ài:/iif unitéi ; 
ce qui donne 

d'o& 

et par conséquent 

En supposant successivement ici à Ja variable a: les valeurs entières 
et positives o , i , ^ , 3 . 4 , 5 ; et en désignant par f o > f . » 
9* » 9t » 9i 9 Ç4 f 7i p celles qui en résultent . pour Q , nous 
aurons 
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^.s^+aP-f- 3C+. 4iH: ^^^ 6^> 
y, = ^+3i94- 8C+ aoI?+ 48£+ . 1 1 a^ , 
y,s^+4iS-f-i5C+.54Z>+ i89£+ 648F, 
^4 = -rf-+ 5^+a4C4-i I ai?+ 5 1 aS4-a3o4F , 
f , =-rf+65+35tf4-aoo23H-i ia5iî+635oF . 

En 6tant chacune de ces équations de celle qui la sait immëdla- 
lement et dénotant par A^^ , A^, / Af « , Af | > A^4 , le» 
diffërenees qui en résultent » on aura 

A^B=5-f 3<7+ 40+ 5^4- 6/" , 

A^,s:£+ 5£^i6i7+ 43£+ 106F, 

Ay,=iî+ 7C+34I>+i4i£4- 536*" , 

A^,»J?4- 9C+58I>+3a3Jr4-i656r , 

A^^s^+i I C+88ZM-6i5£'4-394SF ; 

Dénotant de même par A*fe , A'^i • AVa » ^"^^i ^^^ diAS^encei 
eonsécutives de celles-ci , divisées par deus , il viendra 

AVo = ^+ 6iî+ 19^+ Soir, 
AV.=^+ 9D+ 49^+ aiSF, 
A*^,s^+ iâ/?-4- 91^+ 56oF , 
A*f I s^+i52H-i45^<'45J'. 
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Dénotant en outre par A^q^ , A*y, , A'y. les différence» consë- 
cutives de celles-ci , divisées par trois , nous aurons 

AVa=^H*»8^+r95r .• 

Dénotant encore par A*^, ', A*q, les difTérences conse'cutives de 
ces dernières , diyisëes par quatre , il viendra 

A*fo=^E+i5F , 

A*q,=E+2oF ;■ 

Dénotant enfin par J^q,^ Ja dliFérence de ces deux-ci ^ divisées 
par cinq ^ on aura 

5*. En prenant sealeinent la! promière ëquâVioa de chaque série , 
et supprimant les indices | désormais inutiles , nous aurons , pour 
le diviseur cinq » 

AV=> ; 

AV=i>+ioJÏ+55f ; 

À^=jB+ 3<:+ 4ZÏ+ s^+e/- , 
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Si, au lieu du nombre ciruf , nous eussions pris tout autre nombre, 
le nombre douze , par exemple , nous aurions trouvé , par un 
semblable calcul , 

A'V=-H-6ÇJ/+a365iV , 

A »y=ArH-55l4-i65oJlf+36i35iy , 

À »y= /+45Ar+i noZ +20 i3oif+3oi 5872V , 

A 'y=ff-|-36 /+ 7i4ArH-io5ooli+i28667ilf+i59524oiV , 

AV=C+28H+ 434/+ 5o4oAr+ 49a.87Z4- 43o584ilf 

H-3477496iV , 
A V=J^+3ïG+ a45/fH- 2170/+ i64oiJSr+ iiao35/; 

H-7645o5Jlf4^434oi6oi\r / 
A«^=:£4.i5F+ I25G+ 8ci5^4- '45oi /+ a5o79Jr 

+iii8o5£-f;5209oSJIf-4'236ô5aiJV ; 
AV='D4-io£+ 55f^+ 24oG-4- 931JÏ+ 3374/ 

Hh ii7i9Ar+ 3958o£-i- i3ii3iM-4-4285382V 
AV=^+6I>+ 19^+ 5oF+ i2i<?+ a8oH 

+ 63i/+ 1398^-4- Zdà\L\- 6644if 
4-24323iV", 
A ^=B+ 3C+ 40+ 5^+ 6f+ 7(? 

+ 8H+ 97+ ioir+ ïiJJi 

V + i»ilf+i3iy. 
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Cetto table n'e^t pas seulement applicable au nombre douze ; elle 

l'e&t également à tous les diviseurs inrérieurs , en s'arrètant dans 

.chacune des formules i la lettre qui marque U limite de la division ; 

ht la lettre G, par exemple, si le diviseur est six; à la lettre'/, 

si ce diviseur est ^uii ; et ainsi des autres. 

6. Il reste donc k déterminer , à Taide de ces équations , les 

valeurs de N t M , L , K , I , //> pour les substituer dans 

celle de y, afin de présenter cette inirgrale sous la forme d'one 
série disposée suivant les différences des difFérens ordres de la quantité 
ç. Gomme le calcul est très-facile , il suffira d'en ofFrir ici les 
résultats. Ces résultats sont 

Z ssA'V— 66A"^+a783A'V i 

KsiA V— 5SA'*^+i98oÂ*V~6o&oo^'V » 

IssA V— 45A V+i365A'V— 3597oA*'^-|-9or9a3A»Y » 

£f=A V—36A V+ 906A V—2o37oA'*^-4-445533A"f 

— 985a942A'V . 
Ca A •f— a8A »y4- 574A V— 10878A V+âo5863A'V 

— 4oào78€A"^+823ioi39A*V » 
FasA V— Ai^ V+ 343A V— 54o4A 'ç+ S-j'ji-jA V 

— 1 5o45oA"^4-a7 54i646A"^— 5398565o4A"f 
S^A*ç—iBA «y+ 190A V— a45oA V+ 33789A V 

— 5o5869A»^+8a46«95A'»^— ï46ii773oA'V 
r«-i^8o454o596A'V , 

1>=:A* 
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4-a*4>6ooA*^— 34i5748oA'^7+597224496A"y 
r^ — ii369o8o36oA'*y , 

C=:AV— 6AV+4iAV-335AV+ 3229AV— 36o36AY 
+ 457932AV-6534384A V+io34ij9oi6A'«^ 

— i8o23o2i28A"y+3422778492oA'*^ ^ 

2?s=A ^- 3AV4-I4AV— 88A*^ 694AV— 6578AV 
+ 72792A7y— 920904A V+ *3io9o88A ^^ 

— 20736o9i2A*^y+ 36o8233o56A"^^ 
— .6849548664oA»V , 

J= y— A^+ 3A*^'— i4A^y+ 88A*y-- 6g4A^ç 
+ 6578AV— TZ'jgaA ^f+ 920904A ^g 

— 1 3 1 09088 A «y+ 207 3609 ' ^ A • ^'y 

— 36o8233o56A'V+6849548S64oA»V - 

7,. L» lai qne suivent les coefHciens de Aç , A*a , A^a^,l^^l^ 
ie' la table précédente est .extrêmement remarquable ; et ils onlr 
ayec ceux des facultés numériques , dont j'ai irahé dans mon 
Analise des réfractions ( pag. 71 ) une analogie singulière^ dont 
je n'ai pu encore me rendre compte» Voici en ^uoi cette analogie 
consiste. Supposons , par exemple , ^ue l'oa demande les ceefiiciens. 
de A^q dan5 les valeurs de A ^ B y C ^ D y E y. F ^ G l Oi» 
rassemblera les cocfiiciens de Ta faculté à exposant six , que l'on 
trouvera être i , i5 ^ 85 ,225 , 274 t la© ; on les multiplierai 
respectivement par les facultés 6! , 5! , 4' ? 3! , 2t y i!: ou 720 ^ 
;b20 ^ 24 » 6 > 2^ r ; ce qur donnera les produits^ 

7^0 , 1800 ^ 2To4o^ y. i35o ;. 54,8 p tao ;; 
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prenant successivement 1« premier seul^ puis la somme dâux premiers^ 
puis celle des trois premiers p et ainsi de suite , jusqu'au dermer, 
on formera la nouvelle suite ' 

720 , 2S20 , 4^60 9 5910 I €458 y 6578 ; 

dont les termes , divisés respectivement par les mêmes facultés 6! ; 
5! , 4* > 3! , 2! y i! y donneront les quotlens 

I , II , 190 9 985 , 3a29 , 6578 , 

qui sont précisément les Goefficlens de A^^« 

Supposons encore que Ton demande les coeiRcIens de A'*^ ? Il 
faudra d'abord écrire ceux de la faculté à exposant Z2^ ce sont 

I i > 

a 66, 

3 igaS , 

4 32670 p 

5 357423 , 

6 ....2637558 , 

7 13339535 , 

8. •••••• «.• 4^99^730 f 

9 105268076 , 

ïo »5p9i7976 , 

II ••.... . i2o54384o p 

t2 39916800 ; 

%n les multipliera respectivement par les facultés 
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]3!s:47^00l600 , 


ii!= 


39916800 , 


io!= 


3628800 , 


9î^ 


362880 , 


8Î= 


4o3ao. ,. 


7Î= 


5o4o , 


6!= 


720 , 


5!= 


120 f 


4!= 


24 ; 


3J= 


6. 


2! = 


9 . 



i!= 



ce qoi donoera les produit» 



l.« . 


. . ; . : '479001600 , 


2. • ; 


.... ; a63o5o88oo ; 


3. .. 


6980440000 ; 


4. . ; 


. ♦ . • ► ii&5628a66o i. 


5.;. 


. . ; : . 1441 1295360 ; 


6. . . 


»...» •... 1^2930923 2a ^ 


7. . : 


: e.:^ • • 9604465^00* ; 


8;.: 


• ; ^• ; 5519487600 ^ 


9;,: 


; ...;.; 25261 938^4 #f 


:io> • l 


. . : ♦ ; 905807856- } 


IK . • 


• ; ; : « 24208768^0' ; 


!ï^ •'• 


r ^ > î S 39aV6«^ r 
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prenant ensuite le premier , puis la somme des deux premiers ^ 
puis celle des trois premiers , et ainsi de suite , Il Tiendra 

I.*' 4790^*^^^ 9 

2 3ii3Sio4oo 9 

3 10098950400 , 

4* 21954340000 p 

5 36365535360 , 

6 49658827680 , 

7. . 59263292880 , 

8 64782780480 p 

9 • • 67308974304 , 

10 68214481160 , 

II. . f 68455569840 , 

12 , 68490486640 ; 

divisant enfin ces sommes par les mêmes facultés qui ayaient d'abord 
été employées comme multiplicateurs » on obtieadra ^ pour la série 
des coeifioiens de A'*^, dans nos formules , 

M...:.,.. 78,, . 

X ......... •.. .2783., 

AT y •' • • • • • 1 • • •. 60570. p 

J f ........ . 90.19:^3.^. 

-^ t • • • • 995.2942, , 
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F , 5398565o4 , 

E ^ 2804540596 ^ 

D 9 ii36go8o36o p 

^ t 34227784920 p 

Jï , 68495486640 . 

8. Un second ibéorènfê ^ qui n'e&t p|is moins digne de remarque ; 
quoiqu'il n'aït point encore pour lui une démonstration rigoureuse^ 
mais qui est fondé sur une induction plus que suffisante , et duquel 
d'i'tilleur^ je me propose de m*occuper encore, c*est que toutes ces 
séries de coefficiens qui multiplient les dilTérences d'un même ordre 
dans nos formules (6) jouissent sensiblement de la propriété de se 
reproduire eux-mêmes en les divisant respectivement par les nombres 

naturels 1^2,3,4* \ ^^ se rapprochent en cela des termes 

de la série hypergéométrique ordinaire i,T>7>I>n»Trî> fîm *••••• 
qui multiplient respectivement les termes \ y x ^ x^ ^ x^ ^ x^ ,^..* 
dans le développement de ^ , et qui jouissent rigoureusement de 
cette propriété. 

Prenons ^ par exemple , du plus grand au plus petit ^ les coefB« 
eiens de ÙJq , et divisons-les respectivement par x ^ 2 , 3 , 4 « ••••« { 
nous auroM 



i. 72792=72792 ; 
^•72792=36396 , 
f .36o36=i2oia , 
J.ii4a4= a856 > 
}• 2450= 490 , 



\ 
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qui sont i peu près ces mêmes coefficiens, le premier excepte. 

En opérant de la même manière sur les coefficiens de A'^f » 
nous trouverons 

.207360911=207360912 ; 

.20736091 as io368o456 ; 

y . 103499016= 34499672 ; 

i. 34157480= 8539370 , 

8246195=3 1649339 ; 



qui sont \ peu près ces mêmes coefficiens. 

Enfin; en opérant encore ainsi sur les coefficiens de A'^^ | non» 
«urons 

.68495486640=68495486640 , 

.68495486640=34247743320 ; 

.34237784920=11409261640 p 

:.ii367o8o36oas 2842270090 » 

. 2804540596= 5609081 19 i, 

. 5398565o4a. 89976684 i 



où la même loi se manifeste égtiefraeni.' Li^ démonstration rigou^ 
reuse de ce théorème serait sans doute difficile ; mais en attendant^ 
BOUS l'adopterons , avec d^autant plus de foxudeiDient ^u'il nous 
conduira à des résultats exacts * et déoiaîfiK 



Digitized by 



Google 



DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 33i 

9* L'înygration complète de Tëquatlon jr-| — --- = Q ^ ëquatlon 

dans laquelle la lettre Q désigne une fonction quelconque de x , 
•uppose deux choses : d'abord la nouvelle fonction de x dont la 
diiFérentlatioa nous ramènera i Tëquation proposée , et ensuite la 
constante ^ multipliëe par une certaine autre fonction de x. Nous 
avons vu que ce dernier produit restait le même quelle que pût 
être la fonction Q ; en conséc^uence , pour le déterminer , il n'y a 
qu'à voir ce qu'il deviendra dans la supposition la plus simple qu'od 
puisse adopter pour Q , qui est celle de Q^o. L'équation sera alors 

dy 

fvÀ% donc que nous avons supposé 

Y^A+Bx+Cx^r^Dj^'^Ex^+Fx^'^'..^.. ; 



4'où 



^s:B+2Cx+3Dx^+4Ex^+5Fx*+...... ; 

ex 



il faudra vësoudre l'équation 

Cela conduira aoK équations déjà Irauvées (6) avec cette seule 
différence qu'ici ç , Af , ù?q , A*f , ..... seront zéro. 

Il en faudra seulement rejeter la première équation iV=A'*y qui 
devenant , dans le cas aoluel , N^ o , donnerait zéro pour valeur 
de tous les autres cocffieieM , tandis qu'il- faut nécessairement laisser 
dv jeu à la constante qu'on se propose d'ajouter. Cette légère attention 
noua met dans la position d'avoir cette constante , qu'il eût été 
bien difficile de trouter ^l'one autire; manière quelconque. 

I u Avec cette^Ucatîoa i les équation» trouvées (€) nous donneront 
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jr=5 — 6o5ooW , 

/= +90>923iV , 

/?= — 9852942iyr > 
Cïs' 4*823IOIa9^^, 
. /•= — 5398565o4iV , 
JF= 4.a8o454o596i\r , 
D= — ii369o8o36o2V , 
C=+34227784920iV , 
J=-6849r>48664oiV ; 
u<=+6849548664oiV . 

n nfr restera pliu qu*^ diviser la dernière de ces ëqaattons par 
chacune de celles qai ïa précèdent , pour avoir tous ces eoefficiens 
If an après l'autre. Le premier terme A sera arbitraire ; il formera 
la constante du problème; et l'on aura pour les autrea 



68495486640^= 
6849548664oé7: 
68495486640/7= 
6849548664o£r 
68495486640FS 
68495486640^:: 
j5849548664ofi5 



:-r6849548664o/<. „ 
:+342277849ao^ , 
s— I i369o8o36o^ ^ 
: +2804540596^ ; 
: ~5398565o4i/ ; 
-|-823joi39/^ ;: 
\ . — 985»94awrf i 



<& 
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68495486640/= 4-901933^ , 

6849548664oAr= — 6o5oo^ , 

6849548664o£= 4-2783^ , 

6849548664oiIf= ^yS'J , 

6849548664oiV= 4.^ . 

En cons<?qacnce du théorème énonce cî-dessus (8) , on voit fort 
bien ce que ces rapport» compliques deviendraient dans llnfinl ; 
on aurait aloxa 

> 



ee qui éenneraîi 

./T « «» «3 «# «5 \ 

y=^(i— -+ — —— + - h )=^^-» 

Gonformëmeiit aux vrais principes, du calcul intégral. On voit ea 
même temps l'identité absolue entre le cociHctent constant ji et 
te premier terme de la série , q,ui répond à ar=o« 

12. Reste donc à trouver l'autre fonction de jr , dont la diiTé'-^ 
rantiation oou» conduit proprement à Të^ualion proposée 

Tom. X. ^6 
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Comme on a supposé 

■on a, en mettaol à la place de À ^ B^ C, D.,,- les Talevrt 

trouvées (6) , ' j 

+(«»— 3aH-3;A*y 

H-(»*-6**+ » 4*- 1 4)AV 

-♦-(a ♦— I o i'+4 1 or»— 88jr+88)A V 

+(*»— 1 5**+95«»— 335jr»+694*-694}AV 

-!-(*«— a I *»-♦- 1 90jr*-^85;r» f Saags»— 6578* 4657 8)AV 
+ 

Mettant ici , 2i la place àa x , les valeurs successives 3 , 3 , 4 » ••« 
on aura 

Pour jr=a, y=sj-\-Aq-{-A*q , 

3, f=y-f 3Ay+3A*y+AV , 

4, y=y+3Ay+7A*y+<oAV+8AV ; 
5,y=y+4A7-«-i3AV+3iA'q+48A»^4.a6AV, 
*.J^=y+5A^faiA'^+7oA*^+i7iA*^+a66A*ffi94AV, 
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^ 7* y=y+6Af f 3 1 A'y+i 33 AV+45aA*y+ 1 1 26A5y+ 1 j^oA^q 

8, j«y+7Ay+43A'y+2a6AV+984A*^f 3386AV+8546A«^ 

+i3672A7yH(-9736A'y , 
9,jr=y+8Ay4-57A'y+355AV+i888AV+83o6AV 
+28862A*y+7 3494 A'y4- 11911 2 A'y , 



i3. En mettant ict , à la place dès diffërenccs successWes dé q- 
leurs valeurs en q^ ^ q^ ^ q^^ ^, .,.-•• savoir.;. 

Aq^q^^q^ , 

2A^y=y,~3y,-f-yp f 
6A?y=y,--3y»+3y,— ^o , 



on trouvera 

Four xs^a...» 2jr=y^>+yg, , 

. 5...M 6ojrz=7y^— a5îi+5o^a— 4<*9i+65^?4+i3?j • 

6..^ 36oy=i9yo"^2îi+i35ya— 8oy r+45f 4+^16^ f +97? tf' » 
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. 7.... 252o/=io8fo-6a3{ri4-i764fi--a835; |*f32ioy 4-19539 i-fi268ys 

+571977 » 
8— .Aoieo/z^Soof 0—1536714-341692-^68891 -16809 44-89609 j - 72i4f € 

+1574477+486899, , 

g.... 1 5 1 ao/=:a6o9o-^i 1 1 59 1 4-82 1 89 1 —192789 1 +3074474"— 34o3o9 1 
+2856096—1477897+14148934.33919, , 



Dans le cas particulier où les quantîtësç^^ ' 7i « 7t » 7i »••••• seraienC 
égales entre elles, on aurait, dans toutes ces équations, y=s=ç ; ce 
qui pourra servir au besoin à vérifier l'exactitude de nos formules. 

i4- Exemple L Soit l'équation 

. dr 

On aura , dans ce cas , Q=^; ainsi ^o» ^i » f t 9 ^1 !••••• sont ici 
tous égaux à tf ; en conséquense , toutes les formules donnent pour 
întéj;rale complète 



i5. Exemple II. Soit l'équation 



J^=d7=^' 



On aura Ç=d:;dofc ^0=0 7 yi=ï » ^t^^ • f,=: 3, ;♦.;.•; cl toutes 
les formules s'accordent également à donner 

y=Ae-'+s^i j 
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ce qui est rigoureusement conforme aux principes du calcul ; on 
tire, en efFet, 

De *=S2 , ay=-=y^j4.yj=a ; Jonc y=t:iî=a— liSy?— i ; 

De »=3 t 6y=ayo'*"3y,+6^»+y,=ia ; donc j^=2=3— i=x— i ; 

De «=4 , 6y=yo— ^7 i+3y 2+2^,4-3^4=185 donc j^=3=4—i=yc—i ; 

De «=5 , 6oy=7y^,— 25? 1+50^2-4^^5 +55^44-1 3^5 =240 j donc )r=:4==5.iî-r-i ; 

il en sera de même des suivans , de sorte qu^on aura gënëralement 
«l rigoureusemènl , - - . • ■ . / 

16. Exemple III. SoU l'ëquation 

On aura Ç=^* donc 

fo=o » yt=i > ^.=4 > ^1=9 > f4=ï® > •— 
cela donne 

Pour XIS2 ^ s/aî 4 7 -^«^00 y =3 a=;p*— ajr+a , 

3 , 6)r= 3o > 5=:«* — 2jr+-a , 

4 , 6f = 60 , io=s*— 24r+2 ; 

5 , 60^=1020 , lyae:^»— 2^+-2 ^ 

6 , SGoyasgSGo , ^ û6=jr*— 24?+^ r 



en aura donc généralement 
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taleur qui en effet est rigoureuse. 
17. Exemple IV. Soît l'ëquatlon 

On aura ici Q=jr', d'où 

donc à commencer par la valeur 3 

Pour jFssS , y— la ^ 

4t 34, 

5 t 74 » 

6 , i38 , 

7 , 362 , 



Ces nombres étant tous compris sous la formule ^'— 3jrs4*6jr— 6 ; 
on aura '|;ënéralement 



intégrale qui , en effet , est rigoureusement exacte. 
xi. Exemple F. Soit Téquation 

à* 



r+^^ 



Ayant ici Q^a^ ^ on aura 
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sionc , en commençant par la valeur 4 , - 

, Pour ar=:4 , ysiao , 

5.» 3a9 , 

6 . . 744 » 



valeurs comprises tians- la formule *"♦— ifi*-fii2i*— «4»+34 , en 
sorte qu'on aura 

r=^*'^+«*— 4«'+i2«»— 34«+a4 ; 
«e qui est rigoureusement exact. 

19. Soit plus gënëralement l'équation 



on aura 



d'où 



y,=<i-l-3*+9^+27rf+8i« , 
y,=tf-4-5^4-a5t+i25</-^6a5^ , 



<loBC I en partant de la valeur 5 , 



M^ ' Digitteedby;.VaÔOÇlC 

V!. » ■ ' 






34o INTEGRAT-" APPROCH.* DES ÉQUÂT.» DIFFÉRENT-* 
Pour x=5 ^ ^=tf+4*+ï7^+ 74<'4- Sag^ , 

7 , tf+6^+37 ^+^32^4- 1473^ » 



rësultats qui sont tous CQmpris dans la formule gënërale 
de sorte qu'on doit avoir 

dO. Les rësullats obtenus ifans ce mëmoiré ont tous été exacts 
et rigoureux ; et ils ont dû Tétre à raison de ce que les exposans 
de toutes les puissances dont se composait la quantité Q étaient entiers 
et positifs* Dans le mémoire qui suivra eelui-ct ^ nous prendrons 
pour Q des ioncttoos quelconques de x; nous leur appliquerons 
la mênie «éthode; nnus serons conduits à des résultats absolu-* 
ment neufs ^ et nous aurons lieu d'être sattstalts de leur exactitude; 
consdqucBce nécessaire de l'approxirnatibn que nous avons employée, 
La seule difficulté qui reste sera la détermination de ta constante. 

Dans le x:as que nous, venons d'exposer, savoir y-4--j— =»Ç> c^tte 

constante était Ae'^^ \ encore né som'mcs-nouS parvenus ^ ceci que 
par une induction trcs-permise; maïs qui eut été difficile dans d*autres 
cas quelconcjues. 

^ ANALISE 
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ANALISE ÉLÉMENTAIRE. 

Recherches sur la nature et les signes des racines dans 
les équations de tous les degrés ; 



.a. 



Par un Abonné. 



ôl Ton su{>stîtue stiecessîvement î îa place Je nnconnue , dans une 
équattifon oitfnëriqtie , êe -degré quckonq^ie , le» termes d'ime pro^- 
greSsIon ayant pour difFérence eoustante un nombve pli» petit que- 
la ^ffërence- entre se» d^tiiL racine» les moins inégales^ et s^éicndant 
4e la limite infëneare de ses racines négatives à la limite aupé— 
rieure de sts raeines positives ; il est cfair que tes résultats présen- 
leroat précisément atitaot de ckangement de- signes- que* la proposée 
aura de raeines réelles , et qu'on aura , ea même temps ^ deux limiietr 
dé chacune déciles ; de manière' qu'on saura positivement eombiei» 
cette équation a de racine» réelle» positives ,, comincn elle a de 
lacines réelles négatives , et consé^uemme'ni combien- elle en^ ai 
d'imaginaires^ 

Ce procédé ne laièse certainement rien ï dtjsirer en théorie ; mafs^ 
i\ esfr a pQU près illusoire dans^ la. pratique y attendu qjue la recherche' 
d'un nombre plus petit que la différence entr^ le» deux, racines les^ 
moins inégalées exige le recours à Téquation aux quarrés des difTé*^ 
rénces ées racine» de lia proposée , qu'on n'a encore calculé celle 
équation que pour les cinq premiers degré» seulement , q42'il y » 
peu d'apparence qu'aucun géomètre ai^ le courage d'en pousser 
Ici calcul, plus, loin y eft que q^elqit.'ùn L*eùt-iL. ^ il est à csoim 
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que la cotnplicaiion e&ce6SiTe des r^uUaU dteraîl toute eane d*efi 
foire i'appricatîen. 

Cest donc uae question non encore résolue , du moins aoos le 
point de vue pratique, que aelie d^ U reclitrolie de la nature et 
des signes des racines des équations numëriqués. Sans trop oser 
l'espérer , nous désirons que les préceptes que nous allons donner 
sur ce sujet soient jugés de nature à atteindre le but. Ces préceptea 
auront pour bases le4 obsenralions aniraDtes. 

I. Une courbe parabolique d'p» degré pair, dont réquaiioa est 
conséquemment de la forme 

^;r*"+B**»-«4- +fl=r p 

a toujours deux braoch^^s qui s*étendent à riofini ; Tone daèa la 
région des 4P et jr positives , et Tautre dans la région des s iié«- 
gatives et des y positives. Car» en faisant p dans cett« équation,. 
jr« 4^ 00 , on a également ym^cb» 

IL Une courbe parabolique d*un degré îa^Mr, dont i*équatioii 
est conséquemment de la forma 

a toujours deux branebes qui s*étendent à Tinfini , Tnaa dans U 
région des « et f positives , et l'autre ^ms la région des «r et jr 
négaiives. Car , en faisant, dans cette équation , S^^qo^ Q» ai 
jrssHh 0» I respectivement 

Ut. Une équation numérique en ar» d'up degré queleenque, élaM 
donnée , et le nombre de aes racines réelles étant* aapposd eonnu t 
on peut toujours obtenir , pour chacune de ces racipeai deujc liînitna 
qui ne comprennent entre elles qœ cet|e aeuie racincb, et aàsoic 
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tt0Mi$^emiMiil «oodriM t\U » de racines positives et de racines» 
v4elW:jiégM{|re»« 

GtU MT d'alK>rd aam^dSficuké^^kfAju^ U dilTëtenee entre les 
deux Talciae» ka mcÂnS ioégakft aM^^ae^yumtë; car^en &^bsriittanSi 
|K>Qr .^ tan» les* ••inhrea entière eoroprU entre les limites extrême» 
des racine», cm ai^ra autant de ebangeinens.de signes dans, lea^ 
vësallftts <|ae réquation anm de racines réelles , et ces ehangemens^ 
de signe» , en même ^mps.tprà^r Setonï connatirc les signes des 
racine» ^ îhdic^ueront , pour chacune d*elles , deux limite» ne corn- 
prenaal entre elles q,ue cette seule racine. 

Biais » eoomie ht difi^Mce entre deux racines d'âne équation- 
peut fort bien élÊt moindre que Tuoitë , il est fort possible qu'en* 
y substhuant , à la plice de âr ^ les seuls nombres consécutifs de- 
là suite naturelle , il* y ait,, entre cfoux nombres consécutivement subs* 
litué», deux ou un plus grand nombre do racines réelle»^, et il est 
évident qo'alor»le^ nombre des cbangemens de signe» dans les vé-^ 
suhats de» substituttoo» se |touyora înfîkiieur à celui âks racines- 
réelles que Von sait exister dans Téquation; On n^aura donc pa»^ 
dans ce ca» de» limiter ihdtvidùeltemeat propres à chacune d^elles». 

On pourrait bien tenter d^éludèr cette difficulté , en muhiplîanti 
préalablement les raeine» dis la proposée par quelque nombre entier; 
«liais y comme plusieurs de se» racines pouvratent^difFérerentre elles d'une«. 
quantité extrêmement petite , qjaelque grand que pourrait èire le* 
multiplicateur dont on aurait fait choix y il pourrait bien' se faire* 
qjtill oc le £&t pas assex' poup lemplir le buti 

Pour mettra cette difficulté mieux en évtdene» y supposons q;ae? 
ht proposée 9 du- quatrième degré seulement i soi^ 



(a5jr*— ido^Hv^t 4â)(«^*^-^i 4*+5b) - 

OU' 

^ iCk V« deiML. r^ctges .«éelle»,, le»q}ieUo» sont toutes^ dèu» 



Digitized by 



Google 



344 NATURE DES RACINES - 

prises entre 2 et 3. Supposons que Ton SMhe stuléméût qu'elle*" 
n'a que deux racines réelles , sans savoir en quel Heu elles se 
trouvent ; par là rigle de Descartes-, on verra bien qu elles !|fo&C 
toutes deux positives; mais si , dans la vue d'en trouver les limites,' 
' on substitue pour x les nombres de la suite naturelle , on obtiendra 
les résultats suivans: . c > 

«rsso résultats 7 100 ; 



t 


1734. 


2 


5a, 


3 


"9 » 


4 


6ao , 


5 


860 , 


6 


644. 


7 


56a , 


8 


1604 ; 



qui nous montreht seulement que les éeux racines réelles que Ton 
sait exister dans Téquation proposée doivent être comprises soit entre 
I et 3 soit entre 6 et 8 ^ sans' nous faire connalttre lequel des deux' 
cas a effectivement lieli , et, à plus forte raison /sans nous donner 
les limites séparées de Tuné et de l'autre. 
Soit encore Téquation 

42-^ — i3jr'+43^— i3jH-i=o ; 

que Ton sait n'avoir que deux racines réelles , et que Ton voit 
d*ailleurs n'avoir point de racines réelles au-dessus de 2 ; la 
substitution pour x des trois premiers nombres naturels donnera 
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* jr==o rësuluis.= ' i , 

. . . • . » 

ce qui nous montrera seulement que les depx racines réelles dont 
il s'agit sont au-dessous de l'unité , sans nous donner les limites 
distinctes de chacune d*eUes. • •. . r . ;*, 

Afin donc de lever cette difficulté qui , comme on .le sent bien , . 
doit croître avec le degré de l'équation , nous remarquerons d'abord 
que y comme en augmentant les racines d'une équation proposée d'unt 
quantité égale à la limite de ses racines négatives , pi^e en plus , on 
rend toutes ses racines réelles positives, il nous sera toujours permis de 
supposer que , coqime daps. les exemples ci-dessus , la proposée n'a 
que des variations de signes , et conséquemment des racines imagi- 
naires et des racines réelles positives seulement» 

Nous rappellerons , en second lieu , un théorème démontré par' 
M. Bud^n, dans un mémoire présentée llnstitut en i8t3ou iSi3, 
et qui consiste en ce qu'une équation en x— p de degré quelconque » 
ne saurait avoir n racines entre p ^/ q , si t équation en z— q 
iCa pas n permar^ences de plus quç t équation e^ x«— p. 

Avant d'appliquer ce principe , faisons connaître une notation 
abrégée qui en rendra l'application beaucoup plus* facile et intelli- 
gible y et qui peint à la fois aux yeux et le nombre des permanences 
et le signe du dernier terme d'une équation de degré quelconque» 
Cette notation consiste à écrire , en général , . . 

pour exprimer qu'une transformée en jr--^ a n permanences et 
son dernier terme positif ; et nous écririons, au contraii^« 
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si nous foulions exprimer que U mAme transformée , ayant toujours 

n permanences , a soa dernier terme négatif. 

Gela posé , reprenons l'équation du quatrième degré de notre 
premier exemple que , suurant notre notation ^ nous pouTons re-: 
présenter par 

ai , par la méthode de M. Badan. , nous cherchons aes tno^ormée^ 
saLCcessives , nous pourrons , à l'aide de la même notatioa p, le^ 
leprésentet comme il suit i 

(«-aO . o 4-it ; 

(«-3) a . . . : . -t-iî^ 

(*-5) .3 +»^ 

Vappliisatibo dVi diéor&me dé M^ Budan nons montre snr>>>re cBamp- 
que les. deux racines dont nous chevchona les limites ne peuTcnt 
être situées qjii'entre a et* ^ ou bien entre 6 et 7*. Pbuc saroip 
lequel des deux cas a. lieià*^ reodooa^ 10 fois. pUie< grandes Jearacines^ 
dès deux trMsformëes en* ^ip^—a h en .^--^y.et checdiona^ ensuite 
les transformées de ces éqpalions ainsi modifiées; nou»^ auiona- ainsi 
kr deux tableaux qjio roioi :• 



Digitized by 



Google 



DES ÉQUATIONS NUMERIQUES^ «<f 



{tos^2Ji):^u.^.^--A f (€««-^65)~M.t^..«+it ; 



L^nspection du premier de ces deux derniers tableaux nous montre 
^ue c'est entre 2 et 3 que sont comprises les deux racines réelles 
dont il s'agit , et nous apprend de plus que Tune d'elles est corn* 
prise entre 3,1 et a,z et l'autre entre 2,6 et 2^7; nous avons donc 
iewL limites distinctes pour chacune d'aUes-i <et notre but se trouve 
ainsi remplie 
, Ici, comme You toit ^ le calcul du second tableau ëtaît superflu; 
mais on cooQjoit, que 1 dans certains cas ,. les deux tableaux peuvent , 
comme celui que nous avions calculé en premier lieu 9 laisser encore 
les deux racine» cherchées entre deux tians&rméês consécutives de 
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l'un ou de l'autre , sans qu*oa sache auquel de ces denx tableaux 
elles doivent appartenir. Dans ce cas , il faudra , dans chaque ta- 
bleau , rendre de nouveau les racines de la première des deux 
Vansformëes lo fois plus grandes et chercher ensuite leurs tcans- 
iormdes consécutives , ce qui donnera naissance à deux nouveaux 
tableaux ; et, en Continuant ainsi , on arrivera nécessairement aa but^ 
quelle que puisse être d*ailleurs la petitesse de la difTécence entie 
ks deux raeines dont il s*agit« ^ 

Appliquons encore ce procédé à Téquation du second exemple^ 
•oua auronS' d*abord le premiei: tableau 

W o, +A , 

^ui BOUS montre de sutle que les deux racmes dont nou^ ehercbona 
tes limites sont entre o et i. Rendant lo fois plus grandes les raeines 
de l'équatien en s y et eherchant les. transformées censéctttWes , nous 
aui:on3 ce second tableau 

* 

Cior— i). ...» a +tt^ 

^r nona apprend qtie nos deux racines sont situées soh entre o » o 
et o , I , soit entre o, i et o, 2. ^^ous voilà dbnc retombé dana* 
lé mé^me caa q4]e dans Texemple précédent ^ oe ^ui rendra néces- 
aalxe; lis calcul: des deux tableaux que voici : 

(lOOJP) 
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(loo* ).....o.....4-JÎ , 

(loojp— .io)....^..-.«+-5 ; 
(]0«dr— a)....,o...M+JÎ , 

(loojT— ii).;.-..3.....4-5 ; 
(loodf— . 3).....o.....4-A , 

(100* — ia)^...2.....^-^ ; 

(lOOJf^ 4).'.~0-...+fl , 

(loojr.» 5).....o....,+^ , 

(looar— 6)...«o.....+J2 , 

(100*— i5)...^«;,-.il ,. 
(loor-— 7).«,.a.^..4.5 , 

(loojp— 16).„..3.««— ii , 
(loor— 8)....a.....+JÎ , 

(«00*— ï7).„«;^,„^5 ; 
(lOOJP— 9),...3..«.-f.iî , 

(100*— I0).„..3«...+Jl , 

L'inspection du dernier de ce* deux ubleaux montre qae l'une der 
nos deux racines est entre 1,4 et i,5 , et l'autre entre 1,6 et 1,7. 

IV. Soit l'équation de degré quelconque 

^*"4-J5«»-+ ±Px+q=oi pc=d) 

et sa dërWëè 

Tom, X ;^g 
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on sait que les racines de celte dernière sont les abscisses des 
sommets de>la coaH»e parabolique 

As'^irBar- ' + +Pdf+Ç=r ; (X=r) 

et qu'en éliminant x entre l'un et l'autre , l'ëqaation résultante 

I 

tfy"-"+*r"— + 4rr+v=o 5 (Y=o) 

aura pour ses racines les ordonnées des mêmes sommets , d'où 11 
suit que cette dernière équation aura {)récisément autant de racines 
réelles et aufant de racine imaginaires que la dérirée de la proposée. 
En éliminant x entre les deux .équations X^=so et X=jr , avant 
de parvenir à Tëquation finale Y=o , on obtiendra une équation 
où X ne sera plus qu*au premier degré ^et.de laquelle , conséquemment , 
il sera facile de déduire les valeurs de s de celles de jr. 

V. Enfin si Ton connaît des liinitcs assez approchées des coor- 
données de chacun ^e% so^in^et^ d'une courbe parabolique 

Ax"'^Bx'^-'+ +p^fç=r , 

pour qu'il ne puisse y avoir lieu ii aucune méprise sur la manière 
dont ces sommets se succèdent consécutivement les uns aux autres, 
tani ax2>*des8us qu'ôUMiiessous 'de Paxe des x qifà droite et à gauche 
de Taxe :des f^.;i0l« et 'l'on 'sait de plus- si la courbe coupe Taxe 
des y au-dessus ou au-dessous de l'origine ; ce qui est tpujours^ 
indiqué par le signe de ^^Q ; \ l'âlde des remarques (I,II), on 
prendra une idée suffisante de tout le cpurs'de la çquxbe pour pouvoir 
déterminer le nombre de ses racines réelles et le signe de chacune 
d'elles. 
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A l'aide de toutes ces reinarqaes , on pourra toujours assigner 
exactement le nombre et les signes des racines réelles de toute équa- 
tion proposée ; ainsi qu'on va s'en convaincre par les exemples suivans; 
dans lesquels nous suppeserohs constamment la proposée délivrée 
de son second terme et de ses racines égales ; ce qui est permis* 

Exemple L Soit Ja proposée di> second degré 

5:j*— 3=0 , (X=o) 

dont U dérivée est 

en éliminant x entre cette dérivée et réquation 

on parviendra à Inéquation aux sommets 

y+3=30 • (Y=ao) 

ta courbe parabolique (X:==/) n'a donc ici qu'un .seiil sommet^ 
situé sur Taxe desy, à une distance «-3 de Torigine; puis donc 
que (I) sts deux branches doivent s'étendre à l'infini » du côté des , 
y positives y dans les deux régions des x positifs et des x négatifs ; 
il est clair que cette courbe coupera l'axe des;r de part et d'autre de Tori^ 
gine. Nous parvenons donc ainsi , sans résouclre Féquation Sx* — 3=ao.^ 
à découvrir que cette équation a deux racinea réelles de signes con** 
traires ; et il en serait exactement de même pour toute autre 
équation da même degré. 

Exemple IL Soit la proposée du troisième degré 

lœ*— i8*+7=o i (X=o) 

dont la dérivée est 
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5jri— 3=0 j (X^=o) 

en ëllmmant s entre cette dërivée et Tëquatlon 

iojr^-^i8jr-f 7=:y , (X=y) 

on aura d'abord i'ëqaatlon du premier degré en s 

la^+y— 7 = ; 

et Tëquatîon aux sommets sera 

5/«— 70/ — 187=0 . (Y=o) 

Cette dernière doit (IV) aroir le même nombre de racines réelles 
que (X^s=o) \ et nous savons déjà ( Exemp. I) que celle-ci en a deux ; 
donc l'autre en aura deux aussi ; et par conséquent (III) » on peut 
assigner la limite inférieure de chacune d'elles (*)• On trouve pour 
l'nne et Tautre limites 4- 16 et —3 qui , substituées pour y dans l'équation 
en s , donnent à peu près — o , 75 , +0 , 83. Ainsi , aux deux som« 
m^ts de la courbe parabolique (X=y) , on a , à peu près, 

!jr5=^o , 75 , l ,4r=+o , 83 , 
y=-|.i6 > 00 ; 1 j=— 3 , 00 ; 

op a de plo^ pour ^sq , ^=47 ; d'où l'on voit que la courbe para- 
brique a l'un de ses sommets dans Tangle des je négatifs et des 
y positifs», et l'autre dans l'angle des jr positifs et des f négatifs; 
et que l'arc de courbe qui va de l'un à l'autre eoupe l'axe des y 



(*) Nous provenons iai ^ une fois pouip loutet ^ qoe , taivant l'âsage général , 
lorsque deux nombres seront de signes rontraires , nous considérerons constant* 
ment comme le plus grand celui des deux qui sera positif. 
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aa^'dessus de Forigine, et consëqnemnient l'aie des x à droite de cette 
iDéme origine. Si l'on joint - à cela les indications que nous avons 
données (II) ^ on en pourra conclure afBrmativernent que U proposée 
a %t^ trois racines réelles , dont deux positives et une négative. 
On se conduirait absolument de la même manière pour toute autre 
équation du troisième degré. 

Exemple IIL Soit la proposée du quatrième degré 

5jp*— i8jp*4-i4*~7=5P , (X=;o) 

dont la dérivée est 

lOJ?'— i8/+7=o ; (X^=?o) 

en éléminant x entre cette dérivée et Téquation 

5jr*— i8jr*+i4jr^7=:y , (X=y) 

l'équation du premier degré en x sera d'abord 

(6ojr+657>r+(70jr+iia)=o ; 

et Ton aura ensuite pour Téquation aux sommets 

iaoo)r^+64o8oy»+559368H-i3oa357=:o . (Y=»o) 

Cette dernière doit avoir (IV) autant de racines réelles que l'ë-* 
quation (X^=o); et nous savons déjà {^Exemp. //) que celle-ci en 
a trois ; donc Tautre en aura trois aussi ; et par conséquent (III) 
il sera possible d'assigner» en particulier \ la limite inférieure dé 
chacun d'elles. On trouvera pour les tiroîs limites —5 , —7 , —43 ; 
en les substituant pour y dans Téquation en m on trouvera \ peu 
près pour les abscisses des sommets +0 , 67 | +1 ^ Sgi— i , 5i. 
Ainsi, a)33^ trois sommets de la courbe parabolique (X=/)9on a 
sensiblement 
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r=— 5 , 00 ; ( r=— 7 j 00 ; J /=— 43 ; 00 ; 

on a de plus pour jr=:o , y^sz^^j ; d'oè Ton voit que la courbe 
a, en allant du nëgatif au positif dans le sens des :r , un premier 
sommet dans Tangle des x et y nëgàûfs, que les deux suivans sont 
dans Tangle des x positifs et des y négatifs > qu'elle passe du 
premier au second en coupant l'axe des y au-dessous de l'ori- 
gtne» et consëquemment sans couper l'axe des x\ enjoignant donc 
\ ces indications celles que fournit la remarque (I), on verra claire- 
ment que la proposée n'a que deux racines réelles seulement \ et 
que ces dçux racines sont de signes contraires. 

Exemple IV. Soit encore la proposée du cinquième degré 

jf5-.6«^+7«»— 7^+7=0 ^ (X=o) • 

dont la dérivée est 

en éliminant x entre cette dérivée et Téquatlon 

j?*-6j?*+7j:»-7aF+7=^ ^ (X=y) 

on aura d'abord l'équation du premier degré en x 
{(3aojr--ii76)»+ao67 . 543a}^ , 
+{(3ooy—ii76)(5a5y--a667)+ao67(i78oy— 10696)} aa ^ 
et ensuite pour l'équation aux sommets 

iiaSjr*— 59283j*+763629 . 137» , 

(Y=:o) 
--0320406 • 097^—9009800 • 64«=o « 
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Cette dernière doit avoir (IV) le même nombre de racines réelles 
que (X'=o); et nous savons déjà {Kxcmp% III)(\\xe celle-ci en a 
deux seulement; Tautre en aura donc deux aussi ; et par conséquent 
(III) on pourra assigper la limite inférieure de chacune d'elles. 
On trouve pour l'une et l'autre +4o et — i qui , substituées & 
la place dejr, dans l'équation en ^ , dofineit à peu près — ^5 et 
+i5 ; de sorte que, pour les deux sommets de la courbe para- 
bolique (X=^), on a sensiblement 

y=+4o } ) yp— I ; 

SI Ton remarque de plus que la courbe coupe l'^te des y II une 
distance 4*7 ^^ l'origine , on verra qu*en passant du premier som- 
met au second , elle ^ doit couper Taxe des x du côté des ^ po- 
sitifs ; k quoi joignant les indications fournies par la rjemarqué 
(II) y on en conclura que la proposée a trois racines réelles seu-. 
lement, dont deux positives et une négative. 

Si présentement nous reprenons ces mêmes exemples dans un 
ordre rétrograde, nous, verrons que chacun d'eux se raipène à celui 
qui le précède immédiatement , de sorte que leur ensemble présente 
la solution complète de la question proposée dans le dernier. On 
pourra donc , en se conduisant de la même manière pour tous les 
autres cas, parvenir à assigner le nombre des racines réelles de 
toute équation proposée , ainsi que le signe de chacune d'elles. J^e 
but que nous avions en vue au commencement de cet article nou9 
semble donc complètement atteint. 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problèmes de . Géométrie. 

I. XJ'UN point donné comme centre , décrire un cercle qui pas8% 
par un autre point donné ou qui topche une droite ou un cercla 
donné ? ( 3 problèmes. ) 

IL Décrire un cercle d'un rayon donné qui, ayant son centre 
sur une droite ou sur une . circonférence donnée ^ passe par un 
point donné ou bien touche une droite ou un cercle donné ? 
( 6 problèmes. ) 

IIL Décrire un cercle d'un rayon donné qui satisfasse en outre 
\ deux de ces trois sortes de conditions de passer par des points 
donnés , ou bien de toucher des droites ou des cercles donnés ? 
( 6 problèmes. ) 

IV. Décrire un cercle qui > ayant son centre sur une droite oa 
sur un cercle donné ^ satisfasse en outre à deux de ces trois sortes 
de conditions de passer par des points donnés ou bieiî de toucher 
àes droites ou des cercles donnés? ( la problèmes. ) (*) 



(^) Plusieurs de cet problèmes sont de première facilita \ et bous ae les 
«TOM compris dans la liste générale que pour la rendre plus complète. 
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MATHÉMATIQUES APPLIQUEES. 

Considérations sur Vaction exercée par la terre sur les 
corps situés loin de sa surface ; 

Par M. GEOtkGES Bidojne , professeur à Tuniversité royale 

de Turin* 



^^'^i^^^i^'^^fc^^^ 



JLiA valeur de la gravUë ,- à la surface de la terre , dëduite de» 
observations du pendule » est vraiment celle qui convient aux points 
où ces observations ont été faites : elle est la résultante de toutes 
les forces qui agissent sur le pendule au point de la surface de 
la terre où Ton fait Tobservation. Mais celte valeur ne peut plus^ 
\ la rigueur, être employée , lorsqu'on compare Faction de cette 
planète sur des corps placés \ sa surface avec l'action qu'elle exerce 
sur des corps sihiés au loin dans sa sphère d'activité , tels que la 
lune. L'action de la terre sur ces derniers corps est due ^ une 
plus grande masse que celle qui agit sur les corps placés ' à sa 
surface. Il faut donc introduire une correction dans la valeur de 
la gravité terrestre , lorsqu'on veut comparer entre elles les actions 
dont on vient de parler. Cette correction est, à la vérité , très- 
petite ; mais , comme elle est due à une cause qui existe rée]le- 
)ment y et à laquelle on peut avoir égard , il importe toujours de 
la connaître et de ne pas la négliger. La correction dont il s'agit 
provient de ce qu'en supposant la terre sphérique ( hypothèse que 
l'objet qui nous occupe permet d'adopter ) , tandis que la masse 
Tom. X\ ».^ XII ^ 1.^^ juin 1820* 49 
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de ratmosph&re terrestre n'a pas d'influence sur le mouyement da 
ptoduU y el^servé à h snrCace èe h terre ^ cette masse agît néan- 
moins sur des corps placés hors de ses limites. 

Qn vvh 1^ li f tlï favt distinguer dans la urrQ deu« masse» 
distinctes ; Tufie est celle de son noyau , à la surface duquel ae 
font les obserrations du pendule ; Tautre est celle de l'atmosphère 
qKii enveloppe ce noy^ià et dont Taction , jointe è celle du noyau , 
s'exerce sur le| eoap6 ailués av-^delà de cette même atmosphère* 

Soient U la masse du noyau , R son rayon moyen , et A sa 
d/en^itéj^ cff aum ilft=^«iAA^| w 4taot le rapport de la circ«n£i-- 
rence au diamètre. PareiilemenA , spit m la masse de l'atmosphère , 
et r la hauteur rerticale d'une colonne de matière de même 
densité que le noyau , éqyiyalieol^ k la pression de l'atmosphère ; 
on aura 

divisant cette équation p^jr. I9 i^récédeofe ,, il viendra 

^i*^lf>PPWit^i9.S(HXttdîeaMtbra, supptimaBl l'niiilé de pan et d'autre 
ei^ négBgeanb tes puissances de ~ supérieures à la première , il 
viendra 

Four atoi^ la iraient homérique de ce riqpporC^ il faut connaître 
r I et- par conséqtient la densité moyenne A du noyau. La densité 
moyenne dié l'atmosphère est dbnnée par 1^ hauteur de la colonne 
baremétrique ; et l'on connaît la densité dd mercure par rapport 
ï cette de Tcan. Les obsertatiôbs dti pendule ont dbnné A==4 , 5 ; 
et^ Gafendish^ à trouvé ,% p^t se» étpérièncea , A=5 , 5 ,. la densité 
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DE LA TERRÉ. 3S0 

^6 Veên iuni rapposëe ëgale à l'unité» En prenant donc o'"j6 
poar la hauteur moyenne du mercure dans le naromètre , iZ, Sg 
pour la denaitë du mercure et il3=6366ig8^ ; la première râleur 
de A donne 

t3Sq 
r=o'",76.-~ 3sa*3o , d'oè msno,oooùùio8M, 

et la seconde 

i3*5a ' 

r=o"',76.-r^ = i'",88, d'où ^=0,00000089^!/ ; 

En prenant donc pour valeur moyenne 

171 =5 0,000001 Jlf , 



on aura 

ilf 4^=1, 00000 ijlf . 

Si prësentement on suppose ^ue i le rayon R restant le m^e ; 
la niasse M deyienne M^m:=z(i+^)M ( en faisant «^0,000001) j 
la gravité g deviendra ^»(i+*)ar r «^ 9 puisqu'on a aux latitudes 
moyennes , 

on aura 

^i=9^,8o88o5o : 

Ainsi g^ est la valeur qu'il fauf employer^ lorsqu'on tetit com- 
parer |!9ction de la terre sur les corps placés à- sa surface avec 
laction qu'elle exdrce sur les corps situés au-delà de son atmos* 
phère ; ou bien , on peut conserver pour l'action de la terre sur les 
corps placés à sa surface la vaiMr originaire de g , due à la masse 
M \ pourvu qu'on introdiiiia dan* ^expression de l'action de la 
même planète , sur les corps situés au-'dett de son atmosplière ^ 
la maase Jf-t-m , au lieu de la simple masst M. 



Digitized by 



Google 



3Go ACTION DE LA TERRE. 

La remarque que Ton vient défaire , 5ur la gravité ii la sorface 
de la terre ,' doilF être appliquée , en sens inverse , ik la gravité à 
la surface des autres planètes. En nommant M la masse du noyau 
solide de la plaoèle , R son rayon et m la masse de Tatmosphère 
dont ce noyau peut être recouvert , les quantités R , M'irm sont 
données par l'observation et par le calcul. Des valeurs de ces quan- 
tités on a déduit celle de g' à la surface de la planète, en sup- 
posant visiblement que le rayon de la masse M-^-m soit R. Or , 
dans l'hypothèse de la planète sphcrique , on voit que la valeur 
de ^ à la surface n*cst due qu'à la masse M dont le rayon est R» 

On peut observer enfin que 9 si l'on connaissait la gravité ^ à la 
surface de la terre , et la gravité à la hauteur m au-dessus de la 
même surface , en nommant M la masse du noyau de la terre , 
supposée spliérique et dont le rayon est R, et m la masse de la 
couche sphérique d*air dont l'épaisseur est « , on aurait 



ce qui donne 



M M+m 






Or , soit maintenant A la densité moyenne de la masse Jlf *, et i 
la densité moyenne de l'air» pour la couohe dont l'épaisseur est • 
( i étant donné par l'observation du baromètie à la surface du 
noyau et à la hauteur •) ; on aura 

Jlf=r t ^^B} . msB^wimR* j 

d'oiï on tire 

ëquatl<m qui donne la râleur de A. 
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Tout ce qui précède est rigoureusement vrai , dans la supposition 

que la figure de la terre et des planètes soit sphérique ; mais on 

voit que les mêmes remarques subsistent encore , a quelques petites 

modifications près , pour des figures très* peu difTérentes de la sphère. 

Turin , le 1 3 avril 1 820. 



ANALISE TRANSCENDANTE. - 

De Tintégration approchée des équations différentielles^ 

Par M. le professeur Kramp » correspondant de Tacadëinie 
royale des sciences , doyen de la faculté des sciences dé 

, Strasbourg , Chevalier de l'Ordre royal de la Légion 
d*honneur. 

( Deuxième mémoire )• (*) 

!• JDaK5 un précëdent mémoire nous, nous sommes occupes dé. 
Tintégration approchée de Tëquation 

dont l'intégrale rigoureuse est 

y=e-'/é'qàs . 
Si l'on fait 

i*) Yojes la Bsge if] du présent Tolame, 
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cette ÎQtëpale devient 

dësignant par Ço * 9' * 9t * 9\ t ^® *I*'^ devient Q dans les 

sopposilions particulières de xszo , i , 3 , 3 , , nous avons 

Ytt que l'intégrale de cette équation > où la quantité y pourrait 
litre irapvései^t^. pir tioe e&psei&iaa de celte forme 

et qu'on avai^ alors^ pour le diviseur 
Buta ; ^ftsf^4^^ f 

Trois i Cjrasay,— 3^,+6^,4-y, ; 

Quatre ; ôjrsay,— a^i^-iy.^-ay.+af^ j 

Site i 36ojr=i97^— 73f,^i35^,— 8oy,+45^,+2i6^,4-97^» . 
S^pt ; 5o4o/aai6^Q — i3^6çi^^5a9f^~56'joÇf-\r644o94'^9o^9i 

ffwV ; 4o330jr=6oo^o''^o73^,-|-683a9i-^76^,>336oy^4i7920fy 

— i444^.-»'^i4Mf,-|-9736^, j 
A#*/ ; i5iaojrsa6oyo-aii5^,-|-82i8y,-igâ78y,+3o744y4-34o3of, 
-f3856oy,-i477^-*w4i49^''é-339»f, ;. 
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DES ÊQUAttÔH's mnfÉltÊPrtfÈLLES. èéi 

et afll^i d^ô stfitë, Cei t^sùhats hé ^onl paê seuîetiiéhc appfoxi- 
nùàtlfs î itiaîtf ïU sont ejtadtâ , & la l'I'gtféuf , toutes lès toh c^ué U 
fonction Q est une puissance de jf a éX^ôsMX ifittét it pàsiîî^\ 
ce qui rend la quantité é^Qjix inlë^rébféf p^t éfle-rhéme. $} cette 
condition n'est pas remplie , les résultats que Hàiii iëHotii dô'aônhîéf 
ne seront qu'approximatifs , mais de manière qu'en se servant seu- 
lement du diviseilr' y/jr on aura du moihs, ddns Tes cas ordinaires, 
l'intégrale jusqu'à cinç décimales au moins ; et qu'avec le divistuV - 
neuf on pourra aller jusqu'à douze. 

:a. On rend cette équation un peu' plus générale en affectant 

dv 
•r— du facteur constant n ; elle devient alors 

Nous avons déjà remarqué qu^elIe ^ réduH^ ftèfieitfeWt S 1^ (ffii^^ 
inîère , par la simple supposition m^na^ , qui donne 

Qf étant une fonction de V , plus ou nîoins difilfrèiite ae Ifc pÀ- 
mière. Ce procédé fort simple est en effet plus que suffisant d^M 
toutes le| intégration» particttlièAs de^ é^ùiatibfa^' dV la fhifïàé 

dans lesquelles Q est une fonction 4a. ^; maii M'Jserait forcé de 
le reconnaître insuffisant dans les équations des ordres plus élevés, 
telles que 
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364 INTÉGRATION APPROCHÉE 

et ainsi des autres. On sera donc oblige , dans tous les cas | d'ayoir 

des solutions qui donnent immédiatement en A^ B^ C, la 

Tëritable Taleur de l'inconnue y. 

3. La solution de ce cas est plus longue , sans être beaucoup 
plus difficile. En posant 



on a 



Jl ^i5+2C^+3Z>d;»+4£jp*+ ...... ; 

J • dx 1 



€\ 



n -/- ^nB+2nCs\ZnDx^^^Ex^+..^. 



àx 
fubstitoant donc d^f l!^quaUoo 

elle deviendra 

Ç= i4-\-nB)^(fi-fMC)S'k-{C+ZnD)x''\iD^IinE)x*+ ,^:^ 

En dësi^^nant encore ici par ^« , ^ , ^, , ^, ».^ ce que deTÎen' 
Q» lorsqu'on y fait successivement jr=o, i» a, 3 , ~..- , et faisant 
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on aura les difrereiices cun&ëGuiives Ay , r^A'^ , QA^q y de 

la niahière qui suit ; 

A y=5+(i+a/?)C4<i+3/ï)Z)+(x+4«)i?+(i+5/ï)i^Kï+^^^ à 
Av=C+;3+3/?)Z?4-(7+i;4«)^+(i5+35/ï)F+(3i+9o»)G+^^^ 

A V = D-^'.G +4n)E+{^ 5-4-3o/ï)i?'-f (90+ 1 5oii)G+,m , 
A*7=i?+(io+5«)iP'+(65+69«i <?+•.. , 
A*y=F4-(i54-(5/ï)G+... , 
A«/ = G4-...t 



On regardera les quantités ç , Af y AV > ^V 9 • * • • • • comme 
données et les coefHciens A , B ^ C , D ^. comme les in- 
connues du problème. Il sem donc facile de trouver ceU«s-ci ^ en 
commençant par la dernière , pour laquelle j'ai pris h douzième 
coefficient , désigné p9r la lettre N. De celle-ci on remontera k 
Jt/ ; de jlf on^ira jusqu'à Z» et ainsi de suite* On aura ainsi tes 

râleurs des douze premiers coeJQiciens A ^ B\ C , /^^ali»î 

qu'il suit : 

1.^ Coefficient A. 

A=q — /2A^4''*(^+3/»)A'y— »(!i+6/i+6/î*)AV 
+n(6+2!w+36/i*+34'**)A*y 

— /i (34+ ï OO/ï+2 1 o/i*+34o»'+ ï ^<>'^*)-^ V 

H-/i( 1 2o+548«+i 35o/ï"+2o4oii*^ i8oo;>*4-7 20;»'' A'y 
Tom. X^ 5o 
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+ 1 5 1 2o«*+5o4o/i*) A^y 

H-/î(5o4o+a6 1 36;i+78792/ï*+i 62456/i^+235aoo/i* 

4-3r3 1 84o«*+74 ' * ?o»*+4o32o/2^) A'y 

+269388o/i*+3265920/i*4-a73i84on* 

4-i45i5ao;ï7+36288o/î»)AV 
\ tf-/i(36388o+3o53i 52/i+7o36aoo/i*H-i 73683aoii' 
+325i9ooo/i*+4555456o/»'+476^8ooo/i* 
+35o784oo/î'+i63296oo/î*4-36288oo/i»)A'V 
~/i(36288oo4*s I a57 280/1+7652 1 456ii*+2o 18280000' 
+4 1 oo3 1 6oo/ï*+6494796oo/i*+795 1 75920/1* 
+7 3i 8o8ooo«'+479oo 1 6oo/i*H- j 99584000/1' 
4-399i68oo/i")A"y 

+ «(399 1 6800+24 1 o8768on+9o55o7856/i* 
+25a6i93824/i'+55i94876oo/ï*+96o4465200/>* 
+; 3293292320/2*+ 1 4^1 1295360/17+1 i8552896oo/ï* 

+698544oooo«»+26345o88ooo'^+479ooi6oo/i")^"V* 
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DES ÉQUATIONS DIFFERENTIELLES. 3Ç7 
a." Coefficient B. 

-f-(24+io<wi+2 ï on*-+'24a»^+ 1 20n^)ù}q 
— (i ao+548»+ * 35o/i*4-ao4o»*+ i8oo/ï*+7 2on*^^A*y 
+^72o+3528/ïi-9744'ï*'hi 7 640/2^4.2 iooo»*+i 522o«*+5o4o»*^A'y 
— (5o4o+a6 1 36/1+78792/1"+ 1 62456»^+23252oo/i^ 

+23l840/I*+l4ï I3O/ï*+4o32O/20^V 

+(4o32o+2 1 91 68/1+7087 44/i*+i6i 48 1 611^+26938801^ 
+326592o/i*+275 1 84o/i«+i 45 1 52<wï^+3628ao/i»iA»y 

— (362B8o+2o53 1 62/2+7 o362oo/i*+ 1 73683^o/2^+ 32319000/2^ 
+4555656o/?*+47628ooo/2*+35q784oqi2' 

+ i63296oo/ï»+36288oo»»)A^ V 
+(3628800+2 1 257 280/2+7652 1 456/2*+20 1 828000»' 

+4 1 oo3 1 6oo/2*+6494796oo/2*+795i 7 69200* 
+73 1 808600/2^+47900 1600/2'+ 1 99584ooo«* 
+3QQi68oo/2"*)A"y . 
—(399 1 6800+241 o8768o»+9o55o7856/i*+a526 198824/2* 
+55i94876oo/2*+96p4'46520o/2*+i3293i9ît3^o/2* 
+1 44^ 1295360/2^+1 1855289600/2^+6985 44^ppû''* 
+26345o88po/2*^+479Qoi6oo/2")A"V • 
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3.«* Coefficient C. 

C=AV-(3+3/j)A^y+(ii+i8fl+i3n*)^V-(^'o5"+'2°'*''*^<''»'^V 

+(274+67 5n4-io30/i*+9for/*+36on«)^V 

(i764+4872/i+f83on»+io5oo/i*+756o«*4-252on*;A'y 

+(i3o68+39396fl+8i328«»+i 1 76oo«*+i lâgaon* 

+7 o56oft*+8o i6o«*)AV 
•<io95844-354373/i+«074o8rt»+i39694oi»« 

+ i633^6ofi*+ 1 375g2o«*+7 a576oit»+ 1« 1 44o«0 A'f 
+(i 026576+35 1 $1 0011+8684 1 6o«»+ 16 1 SgSoon* 

+227 78a8oB*+238 1 4ooo»'+ 1 7 539200»* 

+81 648oo/»*+i 8 1 44oo/»«)A' V 
—(106^8640+38260728/1+ 1 009 1 4oooy»*+2o5o 1 58o<vi* 

+3247358oon*+397 587960»*+ 365904000»* 

4-2395oo8oo/2^+99792ooo/3*-^i99584oo/39^A''^ 
4<x ao543d4H^4&d7 ^92;«^+ 1 :>63o969i ai»* 

4-a75g74*8<wm*+ 48oaa326oo)i* +66466461 6oiî* 

•4*T^^5€47C8o7j'-i- 5927644800/1^+ 3492 7 26ooo«* 

^j3i 7a544o^oft»4":i395oo8c;Ort'*^A'y . 
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DES ÉQUATIONS DIEFÉRENTIÏILLES, 369 
4.* Coefficient D, 

/)s:AV-(6+'*^/A*y+^35+4o;2+207î*)A5-(225+34o;743oo/i"+iao»^;AV 
+(i624+294o/2+35oo«*+2S-o/2^+84cw2*)A^y 

— (i3i324-37076/2+392oo/i*+3864o«^4-2352o/2*-f672o»'^)A*^ 
+;i 1 8 1 344-269 f 36/2+44898o/2*+54 432o;2H45864o/i* 

+24 1 gaoTiH 60480/1*} A»^ 
— (ii727oo+28947ao/i+53865oo»*+759a76oiï' 

=1-7938ooo/i*+58464oo«*+272 1600/j ^4-604800/1') A' **y 
+( 1 27 53576+33638ooo/2+6833864o»»+ 1 08246600/»^ 

4- 1 32529320/1*+ 1 2 1 968000/1^+7 9833600/»* 

+33264ooo/i'4^6528oo/i*)A"^ 
— (1 5091 7976+43 io333o4/»+9ï99i 4600/»* 

+ 1 600744«00/î'+22 1 55487 20»* 

+2401882560/1^+1975881600/1* 
+ 1 1 64240000/27+439084800/»* 
+798336oo/2«)A'V • 

5.* Coefficient E* 

JE=AV— (ïo+5/»)AV+(86+75/»+3o/»«)AV 
— (735+875/ï+63o/ï*+2io/2*)A7-7 
^(6^69+98oo/i+966o/i*+588o/»^+i68o/»*)A*^ 
—(67 284+1 12245»+ i36o8o/ï*+ 1 1 466o/ï^+6o48o»« 

+i372o/»^)A*^ 
Tom* X. 5o hîs. 
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+(723680 + 1 346620»+ 1 898 1 gon*+ 1 984500»* 
+ 1 46 1 6oon*-\-6So4oon^+ 1 5 1 ioon')A' °q 

— (8409500+1 7o8465on+27o6i65o/i»+33i3233o»* 
+3o492ooo«»+i99584oo«*+83i6ooo/»* 
+1 663200»'} A"^ 

+( I o5258o76+22997865on+4oo 1 86o5o»*+553887 1 80»* 
+6oo47o64o«*+49397o4oo»*+39io6oooo»* 
+io977i2oo»'+i99584oo»*^A'»^ . 

6.» Coefficient. F. 
i^ssA V-(i 5+ 6b)AV+( 1 7 5+ 1 26»+4a»«)A'7 
— (»96o+i932»4-i i76»'+336»»4->AV 
+(22449+272 iGfl+aagSao'^. i2096»*+3oa4»*;AV 
— (269325+379638«+3969oo»'+29232o»» 

+ 1 36o8on*+3o3 40»*: A' '^ 
+(34 1 6930+54 1 233o»+6636466»*+6o984oo»» 
-f399i68o»*+i6632oo»*+33264oo«^A"^ 

— (45995730+80037210»+! 10777436»»+! 200941 28»* 
+98794o8o»*+582 1 2ooofl»+a 1 954240»» 
+399i68oB»)A"y . 
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DES ÉQUATION» DIFFÉRENTIELLES. 371 

7.® Cqejicient G. 

5=AV— (2i4-7B)A'^+(322+i69»i+56»»)A»y 
— (4536+38a2n+3oi6/i»4-5o4n»)A9^ 
+(63a73+ 1 6 1 5tw+487ao«*+2a68oB*+5o4on*)A'7 
— (9020554-1 1044 1 i«+ioi64ooB*+665a8oB'+27720o/ï* 

+5544on*)A"f 
+(i33395354-i846a9o6/»+2ooi5688«»+i646568o»* 
+97oaooo/i*+3659o4o/»*+66528o»*)A"y . 
8.» Cordant H. 

/?=AV— (28+8«ÎAV4-(546+a88n+7a«*)AV 
— (945o+696oiï+324o»*+7aoff»;A'V 
+( 1 57 77 3+ 1 452oo/»+95o4oB»+396ooB*4*7920B*^ A"f 

— (2637558+2859384/1+235224 i»'+i 38^000»* 
+3a272o«*-H95o4o/ï*)A'»jr . 

9.* Coejficîeni I- 

— ( 1 8 1 5o+ 1 1 88o/i4-495q«*+99o/>*) A* ^q 

+(357423+294o3o/2+ï 7325oia*+6534o/2^+n8§o»*)A"V • 

10.^ Coefficient K. 

Jfs:A«9— f45+ic»^A'*y+(i32o+55oiï+iion»^A"^ 
+(32670+ ic(a5o»+7^o«»+i3ao/i*^A"f • 
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!!.• Coefficient L, 

«=A"V— (55+1 i/i)A"y+(x925+726/ï+i32/i*)A"^ ; 

la.^ CoeJgUient M. 

Ar=:A"y-(66+ia/i)A'V • 

i3.® Coejicient N. 
JV=A'V • 



4. Les valeurs des coe/ficiens de cette longue s^rie de rësuhats 
se présentent très-faclleroent /pour peu qu'on ait sous les yeux 
la table de ceux des JacuUis numériques » telle que je Tai donnée 
dans mon Analise des réfractions , et dont je vais donner une 
copie , continuée jusqu'à douze^ La voici ; 



L 


I 














II. 


I 


I 










m. 


I 


3 


2 








IV. 


I 


6 


II 


6 






T. |, 


10 


35 


5o 


24 




• 


.VI. I 


i5 


85 


235 


274 


130 




VII. I 


21 


.75 


735 


1634 


1764 


720 


vm. 


1 


38 


333 


i960 


6769 


i3i33 


i3o(J8 


IX. 


I 


36 


546 


4536 


32449 


67384 


118124 


X. 


I 


45 


870 


945o 


63273 


269335 


723*580 


XI. 


■ i«I 


l320 


i8i5o 


157773 


902035 


3416930 


XU. I j 6&I 1925 1 


3^670 


357433 2(>37558 


13339535 
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VIII. 


5o4o 








IX. 


109584 


4o3ao 




X. 


i 172700 


1026576 


362880 




XI. 


8409500 


12753576 


10628640 


3628800 


XII. 


45995730 


105268076 


» 50917976 


i3o5 43840 



39916800 



5. Supposons ^ présent qu'on demande la partie de la sërie qui 
fait connaître le quatrième coefficient^ ou D. Cette sërîe commence 
par la troisième différence de y , ou par ù}q , qui est multipliée 
par Yuniti seule\ 

. Le second terme sera la différence plus élevée d'une unité » ou 
bien A^^. Four trouver les nombres qui multiplient cett« quatrième 
différence j on prendra ceux de la quatrième faculté , ou de 4- * 
à commencer par le troisième terme de cette faculté; on aura 6,1 ^ 
on les multipliera, le premier , par i , le second y par 4 9 oï\ aura 
les produits 6.1^ 1.4» tl en résultera 6+4''; <^'^^^ ^^ coefficient 
de A*y. 

Le troisième terme sera A^q , multiplié par une fonction trinôme 
dû n. Pour trouver les coefficiens de cette fonction , prenez , dans 
la faculté suivante, ou dans 5! ^ les termes, à commencer depuis 
le troisième ; c'est-à-dire , 35, 10, i ; multipliez ces trois termes, 
le premier par i , le second par 4> et le troisième par ^xS^s.201 
vous aurez 35. r , 1 0.4 » 1*20 ; c'est-à-dire , 35 , 40 1 ^^ » ^ ^n résultera 
35+4o«'+-20/î* ; c'est le coefficient de ù^q. 

Le quatrième sera ù.^q , multiplié par une fonction quadrinome 
de n. Prenez, dans la faculté suivante, ou dans 6!, les termes à 
commencer depuis le quatrième , savoir ; a^S , 85 , i5, 1 ; multipliez 
ces quatre nocnbres , \e premier , par i , le second , par 4 > 1^ 
troisième ^ par 4«^ = 20| et le quatrième ^ par ^.5.6::^ 120-^ vous 
nurez les produits 2a5.i , 85.4 > iS«20; i.iao; c'est-i-dire, 22S , 340| 
Tom. X. 5i 
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5oo , 120 ; Il en résultera le quadrinome 3a54-34o'2+3oo/i*+iacMi' 

c*est le coelHcient de A^^. 

Le cinquième sera ù?q , multiplié par une fonction penianomê 
de n. Prenez, dans la faculté suivante, ou dans 7!, les termes à 
commencer depuis le cinquième y savoir; 1624» 7^^» ^7^,21, 1 ; 
multipliez ces cinq nombres , le premier , par i , le second , par 
4, le troisième^ par 4*5 = 20, le quatrième ^ par 4-5*6 = i30i 1^ 
cinquième , par ^.^&q =s84o , vous aurez les produits 1634 1 2940 , ^ 
35oo, 2520 , 840. Il en résulte le polynôme i6244-394<wi+35oo/»* 
+25ao/i*+84o/î* : c'est le coefficient de A'y. 

Le sixième sera ù^q y multiplié par une fonction hexanome de 
n. Prenez, dans la faculté suivante , ou dans 8!, les termes à 
commencer depuis le sixième , savoir ; i3i32, 6769, i960, 322, 
28 « I ; multipliez-les par ceux de la progression hyper-géométrique 
I , 4 9 20 , 120 , 840 1 6720 ; vous aurez pour produits les coefficiens 
du polynôme i3i32-|-27O76/7+392Oo/i*+3864oii'+2352OnH6720iî* ; 
ce sera le coefficient de ù^q. 

On continuera de la même manière , tant qu'on voudra , c'est- 
1^-dire , jusqu'à la douzième faculté ; c'est là où nous avons arrcté 
nos calculs. 

6. Quant à la progression par laquelle il faudra multiplier les 
nombres pris dans la table générale des facultés, il faudra remarquer que 

Pour A c'est la série hyper géumétrique ordinaire, savoir; 

1,3,6,24, 120,720,5040,40320,352880,3628800,39916800 • 

Pour B c'est la même série. 

Pour C c'est cette même série , à partir du second terme et 
divisée par 2 \ c'est-à-dire , 

] ,3, 1 2,6o,36o,252o,2o 1 60, 1 8 1 ^^Oy 1 8 1 44oo, 1 9968400 • 

Pour D c'est cette dernière , à partir du second terme , et di- 
visée par 3 ; c'est-à-dire , 
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X ,4^0, 1 20^840,6720, 6o48o«6o48ôo,66528oo ; 

Pour Ê c'est la prëcédente , à partir de son second terme , et 
divisée par 4i c*est à-dire, 

I ^5,3o, a io»i68o,i5i20|i5i 200, 1668200 : 

Pour F c'est i,6,42,336,3o24,3o24o,33264o . 

Pour G c'est i,7956,5o4,5o4o,5544o j 
Pour// c'est • . i, 8, 72, 720^ 79^® î 
Pour / c'est • • . . i, g, go, ggo ; 

Pour A* c'est i^ 10, xio ; 

Pour L c'est • • • x, 11 ; 

Pour M c'est •;;;;•!{ 

7. Soit n=2. On .aura 

et la valeur intégrale et rigoureuse de y sera 

y=T«""V*^Çddr5 
dans celte même supposition, on aura 
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W=^— 2Ay+ioA»y— 76Aî^+772A«7— 9So8A5^+i49552A6^-266oB44A7^ ; 
B= + Aj— 5A»^+38aY— 386A49+49o4A5y— 74776A«9+i33oa7aA:^ I 
C= -4- A*^— 9 A^q+ 95A4^— ia20A$y+i8664A67-« 332388A7f ; 

I}= ^. AÎ9— 14A47+ igSAS^-^ 3o65A«^+ 55io4A7^ ; 

E= + A4^— aoA5^+ 355AS^— 6685A7f | 

F= + A5y— a7A«9+ 595A7f ; 

G= ^ + ^^?— 35A7y ; 

H=: + A7, I 

d*oii on conclura 

y = y +(^— 2) A^+(j?*— 5ir+ 1 g) A«^+(jr*— 9**+38:r— 76)A V 
+(j?*— i4^*+95;p"— 386;r+772)A*^y 
4-(^* — aodr*+' 95^^ — I a30jp*+49o4*— 9808)^*^ 

4<j:«— 37a?»+355:r*— 3o65:r^4-i8664dr--74776*+i4965a}AV 
+(J?»— 35jP«+595j?^^6685;r*+55io4^*-33a388:r*+i33oa72jF 

—2660544)^ V+ •••• 

Qn aura ainsi 

Four ap=s3 • • • • jr^s^^ Af + 4^V**'^^^7 • 

Pour ^E=4 • • • • J^=7+2A^4* 6A«f «^ 4A'7+io8A4^ • 

PoarâPscS .... x=^+3A^4-ioA*f4-i4A)^+ g!iA«f— 788ASf • 

7 Pour s=s6 «... j=3S74.4Ay4.i6A«^+44A'f4-i48A4f — 3a8AS9 

+7644A«ff ; 

Pour x^sj .... jrs=:^-4-5A9+94A'9+9aÀ'ç+3i4Aiç— 6588ASf 

— a333â4A<j— 7967aA7y . 
et ainsi de suite. 
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Et eofio en mettant pour Aq , A'f , A^^ , A^^, ..... leurs valeurs 
^i) 7 1 7i f 7s » 7f f •••••• d*après les formules connue» , on aura 

Pour *=3 3y=i4y— 33^i+3oy£— 8^1 ; 

Pour «=4 6x=43ff--i44?i+i9^92— ii^i+2794 f 

Pour «=5 . • . •I2ox=i3o3y—568o9i+io25of^— 93407)4-437^74 

—788?, ; 
Pour «36 9#)«:i5349— 8ao8f i+i0675f a— ai86of |«4-i593of4 

— 59047, +943y« ; 

et ainsi de suite. 

8. Exemple. Soit Qs:^;' , Téquation sera 

elle aara pour intégrale complète > 7; 



f 



La méthode actuelle donne ^=o , 7i=i , ^a^S | i/i^^]^ S 

^4=64 , ^^=sia5 , ^6=216 , 

On aura donc y pour jr=:3 ^ 

3jr=s i4y— 33y,+3oyj — 8y , =— 33+s4o— aiG=>— 9 } 

donc y= — 3. 

Pour â;=4» on aura 

^«— i44+i536— 3oa4+i7a8=+96 ; 

donc ^=i6. 
Four ^s5y on aura 
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i2oy =— 568o+8aooo— 25a i8o4-a8ooo— 985o=564o ; 

donc y=<7« 

Four jp=6, on aura 

90)^=— 8208+149400—617760711019520— 788000 

+ao3688=+864o ; 

donc f =96. Et ainsi de auite. 

Or , toutes ces valeurs ^ tant de x que de y 9 sont TisiblemenC 
eoxnprîses sous la loi générale 

d?'— 6j?*+a4^— 48 t 
tinsi rintégrale complète sera 

yssAe •4-*'— 6jr*+a4jr— 48 . 

9. La méthode est sur-tout infiniment précieuse dans les cas 
innombrables où la dllFéientieile 



2y=e^^/e'Qdx , 



ou, plus généralement, 

ny=e ^f^Qàx^ 

n*est pas intégrable k la rigueur; parce qu'alors elle fait connaître 
la véritable valeur de l'inconnue ou de la variable y > ^^^^ ^^^ 
approximation beaucoup plus rapide que toute autre méthode connue ; 
ce que nous ferons voir dans le premier mémoire, qui suivra 
celui-ci. 
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QUESTIONS RÉSOLUES. 

Solutions du premier des deux problèmes de géométrie 
proposés à la page i33 de ce wlume. 



Jl ROBLÈME. Par un point donné dans t intérieur d'un angle 
trièdre tri-rectangle y et également distant de ses trois faces , 
conduire un plan tellement dirige que sa partie interceptée dans 
l angle trièdre dont il- s* agit soit un triangle semblable à un 
triangle donné? 

Solution géométrique i 
Par M. Vecten, licencié es sciences. 

SI nous considérons les trois côtes du triangle donné comme les 
diamètres de trois sphères ^ ces sphères se couperont en deux points i 
an-dessus et au-dessous du plan de ce triangle ; et il sera très* 
faciie de déterminer la projection commune de ces deux points sur 
le plan du triangle y ainsi que leur^ distances à cette projection. 

Si Ton joint l'un quelconque de ces deux points aux tro's 
sommets du triangle par des droites ; ces droites seront les aréte^ 
d'un angle trièdre tri-rectangle auquel le triangle donné se trouvera 
inscrit , et II sera facile de déterminer les longueurs de ces trois 
arêtes. En supposant donc que cet angle trièdre soit celui qui est donne | 
on lui aura inscrit le triangle donné , et il ne sera plus question 
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que de mener par le point donné un plan qui soit parallèle a celui 

de ce triangle. 

Or , c'est là une opération que Ton peut exécuter facilement 
et rigoureusement par les procedc's de la géométrie descriptive , 
ou par tous autres équivalens ; nous pouvons donc considérer le 
problème comme complètement résolu» 

On voit même que le problème ne serait guère plus difficile \ 
résoudre , si le point donné , au lieu d'être également distant des 
trois faces de l'angle trièdre, était quelconque dans cet angle. 

Ce problème n*est , au surplus , qu'un cas particulier du pro- 
blème oà l'on proposerait de mener par un point donné quelconque 
dans un angle irièdre donné « aussi quelconque , un plan tellement 
dirigé que sa partie interceptée dans Vangle trièdre dont il s* agit 
fût un triangle semblable à un triangle donné? 

La solution de ce dernier prAïlème ne difTérerait uniquement 
de celle de l'autre qu'en ce que y pour déterminer les longueurs 
des portions d*arétes interceptées par le triangle donné , supposé 
inscrit dans Tangle trièdre donné, il faudrait substituer aux trois 
sphères trois surfaces de révolution , ayant peur axes les trois côtés 
de ce triangle , et pour génératrices des arcs respectivement capables 
des trois angles plans de l'angle trièdre. Mais il est au moins douteux 
qu'alors le problème pût être résolu d'une manière rigoureuse avec 
)a règle et le compas* 

Solution analîtîque; 

Par M. Gergonnb. 

Soient a , h , e les trois côtés du triangle donné , et j4 , 
B t C les angles respectivement opposés , dont les sommets sont 
aupposés A , B y G. 

Soit pris l'angle trièdre tri-rectangle donné pour celui des coor- 
données 
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.données positives ; supposons , pour plus de gënérdiîté , que le 
point donne soit quelconque dans cet angle trièdre., et que ses trots 
coordonnëes>oient «, /i , y. 

Supposons encore qu'on exige que ,^ dans le triangle cherche , 
les sommets homologues à A , B , C , soient respectivement sur 
les axes des X f,Y ^ Z , que nous prendrons pour symboles des 
coordonnées cotjrantes. 

Tout se rëdùit évidemment \ déterminer les segmens qui devront 
être interceptés sur les axes des X ^ Y ^ Z ^ *^ partir de Torigine 
par le plan cherché. Représentons respectivement ces segmeus par 

L'équation du plan cherché sera conséquemmenC 

X .Y Z 

— H h— =1 ; 

et, puisque ce plan doit contenu le point donnée on aura 

ou bien 

Mal» ) puisque le triangle cherche doit être Mmblahle au triangle 
donné , on devra avoir aussi 

*»+y*ssxV 5 I 

X étant un nombre inconna | indiquant le rapport des cdtls homo^ 
Tom. X, a^a 
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logues de te% deux triangles. Nous avons donc ainsi quatre ëqaa-» 
lions entre les quatre inconnues s , y , z f x. 

En retranchant tour-à*tour chacune .deâ équations (s) de là 
somme des deujc autres i il tiendra 

2z^ = A*(a*+i*— ^) = ax*tf3Cos.C ; 

d'où , en divisant par 3 et extrayant la racine quarrëe des deux 
membres 

X^X^bc(jot.A f I 

r-^V^^SSdJ. ' 1(3) 
on aura donc ^ * - \. 

Ima\/hcCot.BÇoê.C 
^>C\^abCot^Co$.B 
et 

substituant donc dans rëquaijlon (i) et dlvi^a^t par a» , il viendra 
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3«3 



d'où 



x= 



« ■ ... 



Tel est donc le rapport dei. côtes 4« triangle cherche II ceux du 
trianj^Ie donne. * ^ 

En substituant enfin cette valeur de x dans les équations (3) ; 
on aura 



'=-<-'/'^+' 




aCosM 






Ji^y+ 




Telles sont donc les valeurs dés îneoUnues du problème. 

Mais si des sommets A, B^ G du triangle -donné , on abaisse 
respectivement des perpendiculaires AA^ ^ BB^ ^ CXy stxr les di*. 
rections ^e$ côtés opposés BC , ' CA , AB , on sfura 

BA^=cCo$.B f àiBf^€Co%.A\ 
CWt=iaCo^.€ , 3G^=iïCos.5 , 
AG^=*Cos^ , CA^=3Cos.C ^ 

donc , en substituant ^ on nun 
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'=-+'^Ég+'Fi ' 



y=/»+y 







ZZZy+m 




S+'K^ • 



Si I pr^aentement , sur les trois côtes du triangle donne , pris suc- 
cessivement comme diamètres p on décrit 4rois demi - cercles , et 
qu*ou prolonge respectivement les perpendiculaires AK^ , BW , 
CC^ , jusqu'à la rencontre de leurs circonférences en A^^ , Bf^ , 
C^'; en menant BA'^ ,-CA^^', CB^^ , AB^^ , AC^' , BC'^ , par la 
propriété* des cordes Inscrites ^ aux depiUcercles; on aura 



ÂB' " L.AB»/ 



^ BA'. \BAV • 



/. . 



I.AB' /Apy 
, ÎË'r\ÇBV ' 



substituant donc , il ^vienc^ra ^alemem 



.'>' •-- 



^=-'+^«^-L+y 



BC' CB'' ' 



BA" BC" 



J^='+^7!a7/ + 



ACe ':o 



-..!< 
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Taleurs extrêmement faciles it construire* 



Solutions du problème d^analise indéterminée propose ^ 
à la page 244 ^^ présent çolume ; 

Par MM. Frédéric Sarrus, . ^ . ^ 

Vecten, licencié es sciences. 
A. Oluve , licencié. es lettres ,; - ^ 

Et UN AfiONNE. 

PROBLÈME. Quelles sont les çaleurs entières les plus glnirales 

de n et y qui renient entière la fonciion — ^ f 

Soit i y dit M. Sarrus , le plus grand commun diviseur de s 
et y, de telle sorte qu*on aià 4P^/»j^V y^^J^i p t\ q étant deux 
nombres entiers premiers entre eux y on aur^ 

p ei q étant premiers entre eux , devront Tétre également avec '^ 
/'~t~7 » Il sera doue nécessiilre / et en même temps il suilira , pouir 
que la fonction soit entière , que ^ soit divisible par p^q ; on 
devra donc avoir ^=i(/7-4*^)r , r éfaYit un nombre entier. quelconque; 
on aura donc ainsi , pour les valeurs cherchées de a et de jr , 
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aa moyen de quoi on aura , en effet , 

nombre entier , pourra qu'on prenne des nombres entiers pour 

P.* 9 » ''• 

M. Vec'len est exactement parvenu à la mâme formule ; mais 
nous ignorons de qoeiles considérations il l'a déduite. 

Par les procédés ordinaires de l'analise indéterminée , M. A. Oilive 
est tombé sur des valeurs de U' forme 

t 

Ces formules rentrent exactement dans les prëcédenles ; en posant , 
en effet, 

ê+^=p » 5— *"=f »■ 
a Tient 

ce qui donne , en substituant , 

s=:pr{p+qy y. y=^Çp+ç) . 

comme ci-dessosi 
,Un Abonné s'est borné à considérer l'équation identique 
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en observant que si , dans le deruier membre > Qa rexnpla^it 
P'^iP'^Ç) 9 y^C/'+y) respectivement par ;retj, ce dernier membre 

devenait — r- . 

M. OUive observe que . si l'on veut rendre ^gal à un nombre 

entier donné ^. il sufHra de décomposer ce iMmbre entier en trois 
facteurs , ce qui est toujours possible , dût-on prendre deux de ces 
facteurs égaux à Tunité ; on prendra ensuite ces trois facteurs p^nr 
P . Ç , r. -- 

II suit de là que dans le cas même oi^ le liombre ef^tier v4^n)i^ 
serait an nombre premier P , le problème serait encore susceptible 
de deux solutions , suivant que Fon* ferait r ou bien l^'uh des'deuii 
nombres p ^i ç égaux à ee nombre premier P ; les valeurs de 
sp et y seraient I dans le premier cas, 

et dans le second 

On peut , au surplus , remarquer qu'il est impossible que s et y 
seient tpus deux Impairi > f uia^u'bldr^ ir^ AbM iâipaii^ ne pourrait 
êlre divisé par a+y , qui serait néee^sétremëiit itjn tibcubrê ^pàîr / 
e'est une observation qui n'a pas échappé à M« OUive, 



\\i 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problème danalise îndélermînée. 

Jl AR combien de systèmes de valeurs de x ti y peul^n rendre 
la fonction — ^ égale aa nombre entier N^^a'^b^cK,. •. dans lequel 
a^i , c I sont des nombres premiers Inégaux , dlfférens de Tunitë? 

Problème danalise transcendante. 

On propose de démontrer la série Ailvtnte : 

laquelle tend sans qess«^ \ devenir une progression gëométrif ne dé«- 
j^issante ayant pour raison * ? 



Fin du DixiiME youjiik. 
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ARITHMETIQUE POLITIQUE. 

Sur lei élections et le sjstème représentatif; par M. Gtrgonne. a8i— aSS. 
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Bechtfxke dee fojert <lea woàxmn «phdnqofls , oonvvKes et coacsres ; par 
JL ^ Gergùnnê. 97**i ^^ 
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Sohitian des problèmes proposés au concours général des collèges rofa«« 
lie Paris, poar 1819; p*t BL Gêrgonm. Bi^^^. 

3*lulîoo et :omistr«ctioa géométtique éa pcoUéme XXiV de VjIrUkmM^e 
Uiii¥ûrê$U§ de RBWXOif ] par M. Ûtr^fmt. io^^-^tj^ 
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DES MAT18RES. 3^1 

Problème géiéral des engrenage» 1 axes fixes , par M. Sarrus. 399— 3 15, 

Solution d'un problème de géométrie; par M. Gergonne. 38o— 385^ 



GEOMETRIE PESCBIPT^IVE. 

Constmction de la tangente à mye jcourbe à double ooiui)qre quelconque ^ 
par 119 Abonni, 89—92. 

GÉOMÉTRIE ELEMENTAIRE. 



Solution des problèmes de mathànatîques propose's au concours général des 

collèges royaux de Paris ; par M. Francœur» 73— 83- 

Démonstration d'un thëorème de ge'ométrie ; par M* VecUn. .^^oa<— ^4* 

Solution d'un problème ifi ^omiélrie ; par BI« Vtfitmm .379— SSp. 

GÉOMÉTRIE MIXTE. 

Inscription à un triangle quelconque de trois cercles tels que cbacnn touche 
les deux autres et deux côtés du triangle ; par M. Lechmutx. aSg^-sg^ 

GÉOMÉTRIE TRANSCENDANTE. 



Construction grap^que approchée du^problème de la iHseetion de VangUs 
par M. Sarrus. 189— «ao2. 

Construction graphique approchée du problème de \9k^ duplication du cuhe^ 
par M. Gêrgonnê. a4a— 244» 

HYDRODYNAMIQUE. 

Sur . le principe dlijdrodjrQamiqoe relatif k la force d'impubion des âuides ; 
par M. Narjol. 92— 97* 
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DES MATIERES. iS^S 

CORRESPONDANCE 

Entre les questions proposëes et les questions résolues. 



Tom. IX,pag. 289 Théorème. , 

Pag. agi Problème. résolu tom. X. pag. 61—73. 

» 9. C Problème. 

Pag. 344 Problème. 

Pag. 37a Problème. 

Pag: 398 Problème. 

r^ ^ f Thëorcme. 

Tom.X,pag.,oo^p^^y,^^ 

Pag. i3i V Problèmes. on seul. 379r--385.. 

Pag. 160 V Problèmes. ■ ' • 

m 00 fîï Théorèmes. • un sèol. 317— aaS» 

^^ '^IProblème. 1 

P^g. ^44 UProblèmea. un seul. 385-<-388. 
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Z94 CORRECTIONS ET A1>DITI0N». 



ERRATA 

Pour le dixième volante des Annales* 



p 



Ad 99» ligne 6, — jr+^^j j lisex ; «4-V^ . 

■ngfe -51 , ligne 3 ,- ^ l /i«r ! ^ . 

Ligne 7 , — a* ; lisez .: a«, 
ffage ^ , ligne 4 , — > 01 ; ./iser : OiAt . 

Ligne 5 t — itfi ; /<'«' : 2atA^ <, 
Ligne 6, — S^t^./ûi^ : ZcxA^ • 
Ligne 8 y — nai; lisez : naiyfjg. 
?agt '4^ 9 ligne 3 , — * 114^ 4 /ii«f : ii+a« 
Pag. 90 I ligne 8 » en remontant , — a— r } lisez : ador. 
Page a 17 t ligne 6 , — C<M.*jr | /lifz : Cos.a^. 
Page a85 , ligne z 1 — eaz-mèmei ; liiez % eux même. 

Ligne 8, en remontant , ^prëcia } lisez : positif! 
Page 348 , ligne 3 , — » rendre de nourean lea racines de la première des denz 
transformëes 10 fois plus grandes , el chercher, etc.: 
Utmr^ *ff«rti*e de imvfifu ^es "rati i i e s d e la transformée qui a 
deux permanences de plus qne celle qni la suit immé- 
diatement 10 fois plus grandes; par exemple j dana le 
a.* ubleau , il faudra rendre 10 fois plus grandes lea 
racines de l'ëquatîon en iojb— ^9 et chercher, etc. 
Page 349 1 colonne de gauche ,— iu^^nmfjr les trois demièree transformées» 
Ligne 4 f ^^ remontant , — i»4 et i,5; lisez : o«i4 et 0,1 5. 
Uéme ligne, I96 el 1,7; lisez : 0,16 et 0,17. 
Pag. 3^0 , Ugne i3 , «- ajoutez t J'appelle cette ëquation , oi s D>it qu*ait 
premier degré, V équation aux sommets, parce qu'elle fait 
connaître la position des sommets de la courbe parabolique» 
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CORRECTIONS ET ADDITIONS. 895 

P«£6 35 1 1 ligne 12 , «• aux sommets ; lis0f : en y. 

Ligne i3 , — ajoutez : Cette équation est la même , pour ce cae 
particulier » q«e rëqaation aux sommeu , parce que Toa 
a ici «=o f X'=o. 
Page 35a , ligne 4 > au premier degré en x ; Usez : aux sommets. 

Ligne 6 » — aux sommets ; lisez : en /. 

Ligne \6 j '^ supprimez f aux deux endroits^ oo. 
Page 353 » ligne i3 » — du premier degré en x ; lisez : aux sommets. 

Ligne i5 » -«aux sommets} /iVer •* en jr» 
Page 354 f ligne 2 9 ^^ supprimez ^ aux trois endroits f oo« 

Ligne 6, en remontant y — du premier degré en x ; lisez : aux sommets* 

Ligne 5 ^ en remontant, h la fin , «» supprimez la virgule. 

Ugne 3 , en remontant , «» aux sommets ; lisez : en y. 

Ligne a , en remontant , — remplacez le point par une rirgule , 
et supprimez la virgule de la Jin. 

Ligne I y en remontant , — remplacez les deux points par des virgulis. 
Page 355 f ligne 6 , — — a5 ; /wer : — a,a5« 

Ligne 7 , *- -4*'5 ; bVer : 4"i»^ 

Ligne 9 I ^ — aS ; lisez : •»»2>25« 

Même ligne, -« +iSi Usez : +iJS. 
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